
ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε τις εξισώσεις (ε1): 𝜇𝑥 −  𝑦 −  𝜇 = 0 και 

 (ε2): (𝜇 + 1)𝑥 + (𝜇 −  1) 𝑦 −  𝜇 + 1 = 0, 𝜇 ∈ 𝑅. 

α) Να αποδείξετε ότι οι (ε1) και (ε2) παριστάνουν εξισώσεις ευθειών για κάθε τιμή της 

παραμέτρου 𝜇. 

(Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξτε ότι η οξεία γωνία των ευθειών (𝜀1) και (𝜀2) είναι 45𝜊  για κάθε τιμή της 

παραμέτρου 𝜇. 

(Μονάδες 10) 

γ) Να αποδείξετε ότι τα σημεία τομής των ευθειών (𝜀1) και (𝜀2) ανήκουν στον κύκλο με 

κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 1. 

(Μονάδες 9) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η ευθεία     y λ(x 2) λ 2, λ  (1). 

α) Να βρείτε τισ ευθείεσ που προκφπτουν όταν λ 1  και όταν λ 2 . Κατόπιν να βρείτε το 

κοινό ςημείο Μ των δυο ευθειών. 

(Μονάδεσ 7) 

Ζςτω Μ(1, 2)  

β) Να αποδείξετε ότι όλεσ οι ευθείεσ που προκφπτουν από την (1) για τισ διάφορεσ τιμζσ  

του λ, διζρχονται από το Μ.  

(Μονάδεσ 5) 

γ) Να βρείτε: 

i. τα ςημεία τομήσ Α, Β τησ ευθείασ (1) με τουσ άξονεσ x x  και y y . 

(Μονάδεσ 6) 

ii. για ποιεσ τιμζσ του λ το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι ίςο με 
1

2
.  

(Μονάδεσ 7) 



ΘΕΜΑ 4

Δίνονται τα σημεία Α (1,1 ) ,Β (3,3 ) .

α) Αν M (x , y ) σημείο του επιπέδου, να βρείτε τις αποστάσεις d1 , d2 του Μ από τα Α και Β

αντίστοιχα.

(Μονάδες 6)

β) Να γράψετε τη σχέση που πρέπει να πληρούν οι d1 , d2, ώστε το σημείο Μ να ανήκει στη

μεσοκάθετο του ΑΒ.

(Μονάδες 4)

γ) Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκαθέτου του ΑΒ.

(Μονάδες 8)

δ) Να βρείτε σημείο Σ τέτοιο ώστε το τρίγωνο ΣΑΒ να είναι ισόπλευρο.

(Μονάδες 7)



ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε τα σημεία 𝛢(− 2, − 3) και 𝛣(7, 9). Έστω 𝑆 το σύνολο των σημείων Μ που είναι 

κορυφές των τριγώνων ΑΜΒ ώστε (𝛢𝛭𝛣) = 12 τ.μ. 

α) Να αποδείξτε ότι το 𝑆 αποτελείται από τα σημεία των παραλλήλων ευθειών  

 (𝜀1): 4𝑥 − 3𝑦 − 9 = 0 και (𝜀2): 4𝑥 − 3𝑦 + 7 = 0. 

(Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι η μεσοπαράλληλη των  (𝜀1) και (𝜀2). 

(Μονάδες 9) 

γ) Θεωρούμε ένα σημείο Μ1  στην (𝜀1) και ένα σημείο Μ2 στην (𝜀2) ώστε να σχηματίζεται το 

τετράπλευρο ΑΜ1 ΒΜ2. Πόσο είναι το εμβαδόν του; Πόσα τετράπλευρα ΑΧΒΥ υπάρχουν, αν 

το Χ πρέπει να είναι σημείο της (𝜀1) και το Υ σημείο της (𝜀2), που έχουν το ίδιο εμβαδό με 

το ΑΜ1 ΒΜ2; Εξηγήστε. 

(Μονάδες 7) 

 



ΘΕΜΑ 4 

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας 𝜀1 που διέρχεται από τα σημεία 𝛢(4,2) και 𝛣(8,5). 

(Μονάδες 5) 

β) Αν 𝜀1: 3𝑥 − 4𝑦 − 4 = 0, να δείξετε ότι σχηματίζει με την ευθεία 𝜀2: 7𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 γωνία 

�̂� = 45𝑜.  

(Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το σημείο τομής των 𝜀1 και 𝜀2. 

(Μονάδες 4) 

δ) Να βρείτε την εξίσωση ευθείας 𝜀3 τέτοιας ώστε η 𝜀2 να διχοτομεί τη γωνία που 

σχηματίζουν οι ευθείες 𝜀1 και 𝜀3. 

     (Μονάδες 8) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται τα ςθμεία  (0,0) , (1, 3) , ( 3 1, 3 1)     . 

 

α) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ   κακώσ και τθ γωνία   που ςχθματίηει με 

τον άξονα x x . 

(Μονάδεσ 6) 

β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ   κακώσ και τθ γωνία   που ςχθματίηει με 

τον άξονα x x . 

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να δείξετε ότι το τρίγωνο   είναι ορκογώνιο και ιςοςκελζσ με ˆ 90 . 

(Μονάδεσ 7) 

δ) Να δείξετε ότι 
3 1

15
3 1







. 

(Μονάδεσ 6) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ο κφκλοσ 2 2: ( 2) ( 3) 5C x y     και η ευθεία : 2 5 0x y    . 

α) Να βρείτε το κζντρο και την ακτίνα του κφκλου C . 

(Μονάδεσ 6) 

β) Να δείξετε ότι ο κφκλοσ C  και η ευθεία ( )  δεν ζχουν κοινά ςημεία. 

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχουν δφο ευθείεσ 1 2( ),( )   που είναι παράλληλεσ ςτην ευθεία ( )  

και εφάπτονται του κφκλου C  και να βρείτε τισ εξιςώςεισ τουσ. 

(Μονάδεσ 7) 

δ) Να βρείτε τη μεςοπαράλληλη των ευθειών 1 2( ),( )  . 

(Μονάδεσ 6) 



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο του επιπέδου Μ, τέτοιο ώστε: 

                                 

α) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Β, Γ, Μ είναι συνευθειακά. 

(Μονάδες 8)                                                    

β) Να αποδείξετε ότι το Μ είναι το μέσο του   .   

      (Μονάδες 2)                                                    

γ) Έστω πραγματικοί αριθμοί     τέτοιοι ώστε                     και                     .  

Αν επιπλέον είναι γνωστό ότι για τα μη παράλληλα διανύσματα         ,          ισχύει ότι 

                      , τότε:  

i. Να αποδείξετε ότι       . 

   (Μονάδες 7)                                                    

ii. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. Να προσδιορίσετε 

την ορθή γωνία  και τις πλευρές που είναι ίσες.  

 (Μονάδες 8)                                                    

                                                   



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οι εξισώσεις  

     1C : 2 2 2 8 0x y x                       (1)  

και 

       2C : 2 2 6 8 0x y x                      (2). 

α) Να δείξετε ότι οι (1) και (2) είναι εξισώσεις κύκλων, με κέντρα  1,0 ,  3,0  και ακτίνες 

1 3  , 2 1   αντίστοιχα. 

                                                                   (Μονάδες 6) 

β)  

i. Να βρείτε το μήκος της διακέντρου   . 

                                                                   (Μονάδες 5) 

ii. Να δείξετε ότι ο κύκλος 2C  εφάπτεται εσωτερικά του κύκλου 1C  .                                                                                

(Μονάδες 5) 

γ) Να βρείτε τις εξισώσεις των ακτίνων του κύκλου 1C   που εφάπτονται στον κύκλο 2C .  

(Μονάδες 9) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οι κύκλοι   

     1C : 2 2 2 2 1 0x y x     και  

2C : 2 2 6 2 9 0x y x    . 

α) Να δείξετε ότι οι κύκλοι 1C  και 2C  έχουν κέντρα  2,0  ,  3 2,0  και ακτίνες 1 1  , 

2 3   αντίστοιχα. 

                                                                   (Μονάδες 8) 

β)  

i. Να δείξετε ότι από την αρχή των αξόνων διέρχονται δύο κοινές εφαπτόμενες των κύκλων 

1C  και 2C . 

         (Μονάδες 10) 

ii. Να σχεδιάσετε ένα πρόχειρο σχήμα όπου να φαίνονται οι κύκλοι και οι δύο αυτές 

εφαπτόμενες.  

 (Μονάδες 7) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται δφο κφκλοι με εξιςώςεισ:  

1C :    
2 2

2 3 8x y     και 2C :    
2 2

7 2 18x y    . 

α) Να υπολογίςετε το μήκοσ τησ διακζντρου   , όπου ,  τα κζντρα των κφκλων 1 2,C C  

αντίςτοιχα. Ακολοφθωσ να δείξετε ότι οι δφο κφκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 

                                                                   (Μονάδεσ 5) 

 

β)  

i. Να βρείτε την εξίςωςη τησ ευθείασ  . 

    (Μονάδεσ 5) 

ii. Να βρείτε τα ςημεία τομήσ τησ ευθείασ   με τον κφκλο 1C  και το ςημείο επαφήσ των 

δφο κφκλων. 

 (Μονάδεσ 7) 

 

γ) Να βρείτε την εξίςωςη τησ κοινήσ εςωτερικήσ εφαπτομζνησ των κφκλων. 

(Μονάδεσ 8) 

 



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία                    και ο κύκλος    με εξίσωση 

        
 

 
 
 

    
 

 
 
 

  . 

α) Να αποδείξετε ότι το σύνολο των σημείων        του επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν 

τη σχέση                        , ανήκουν στην ευθεία     με εξίσωση       . 

(Μονάδες 07) 

β) Να αποδείξετε ότι το σύνολο των σημείων   του επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν την 

εξίσωση                     , ανήκουν σε κύκλο    κέντρου    
 

 
  

 

 
  και 

ακτίνας       . 

(Μονάδες 06) 

γ)  

i. Να αποδείξετε ότι οι δύο κύκλοι    και    εφάπτονται εξωτερικά και στη συνέχεια να 

βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη απόσταση των σημείων τους.  

(Μονάδες 06) 

ii. Να αποδείξετε ότι η ευθεία     είναι κοινή εφαπτομένη των κύκλων    και    . 

(Μονάδες 06) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία 𝛢(−2,0) και 𝛣(2,−2). 

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου 𝛫 και το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος 𝛢𝛣. 

              (Μονάδες 6) 

β) Να δείξετε ότι ο κύκλος 𝐶 με διάμετρο 𝛢𝛣 έχει εξίσωση 𝐶: 𝑥2 + (𝑦 + 1)2 = 5. 

(Μονάδες 6) 

γ) Να δείξετε ότι τα σημεία 𝛭(𝑥, 𝑦) του επιπέδου για τα οποία (𝛢𝛭𝛣) = 5 ανήκουν στις 

ευθείες 𝜀1: 𝑥 + 2𝑦 − 3 = 0 και 𝜀2: 𝑥 + 2𝑦 + 7 = 0. 

(Μονάδες 7) 

δ) Να δείξετε ότι οι ευθείες 𝜀1 και 𝜀2 εφάπτονται του κύκλου 𝐶. 

(Μονάδες 6) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία του επιπέδου  1,1 ,  4,4  και  3,1 .   

α) Να δείξετε ότι τα σημεία αυτά σχηματίζουν τρίγωνο. 

(Μονάδες 7) 

β) Να δείξετε ότι η μεσοκάθετος του τμήματος   είναι η ευθεία   : 
1 11

3 3
y x   . 

(Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε σημείο   της ευθείας    του β) ερωτήματος τέτοιο ώστε       . Τι 

ιδιότητα έχει το σημείο  ;    

(Μονάδες 9) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίςωςη 2 2 2( 1) (3 2 1) 5 4 1 0x y             (1), όπου  . 

α) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του   η (1) παριςτάνει ευθεία  . 

(Μονάδεσ 5) 

β) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του   οι ευθείεσ  :  

i. είναι παράλληλεσ ςτον xx . 

(Μονάδεσ 4) 

ii. είναι παράλληλεσ ςτον yy . 

(Μονάδεσ 4) 

iii. διζρχονται από το (0,0) . 

(Μονάδεσ 4) 

γ) Να δείξετε ότι όλεσ οι ευθείεσ   που προκφπτουν από την (1) διζρχονται από ςταθερό 

ςημείο. 

(Μονάδεσ 8) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση 2 2x y 2x 4y 1     . 

α) Να αποδείξετε ότι παριστάνει κύκλο του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

(Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι το σημείο M(3, 2)  βρίσκεται έξω από τον κύκλο. 

(Μονάδες 7) 

γ) Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται  από το Μ.  

(Μονάδες 12) 



ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε τα σταθερά σημεία A(3,4) , B(2,5)  και Γ( 2,2)  και το μεταβλητό σημείο 

  Μ(4α 1, 3α 1), α . 

α) Να αποδείξετε ότι τα Α, Β, Γ σχηματίζουν τρίγωνο. 

(Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 

(Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Μ κινούνται στην ευθεία που διέρχεται από το Α και είναι 

παράλληλη στην ΒΓ. 

(Μονάδες 7) 

δ) Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε θέση του σημείου Μ ισχύει (ΜΒΓ) (ΑΒΓ) . Πως 

αιτιολογείται αυτό γεωμετρικά; 

(Μονάδες 8) 



ΘΕΜΑ 4 

Σε ορκοκανονικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων κεωροφμε το ςθμείο M(2, 1) . 

α) Μια ευκεία (ε) με ςυντελεςτι διεφκυνςθσ λ διζρχεται από το Μ. Να βρείτε: 

i. Τθν εξίςωςθ τθσ. 

(Μονάδεσ 2) 

ii. Για ποιεσ τιμζσ του λ θ ευκεία ςχθματίηει τρίγωνο με τουσ άξονεσ. 

(Μονάδεσ 5) 

β) Έςτω ότι  θ ευκεία (ε) τζμνει τουσ άξονεσ x x  και y y ςτα ςθμεία Α, Β αντίςτοιχα. 

i. Να βρείτε, με τθ βοικεια του λ, τα μικθ των τμθμάτων ΟΑ, ΟΒ. 

(Μονάδεσ 6) 

ii. Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του λ θ ευκεία ςχθματίηει με τουσ άξονεσ ιςοςκελζσ 

τρίγωνο. 

(Μονάδεσ 6) 

iii. Να υπολογίςετε, ςε κάκε περίπτωςθ, το εμβαδόν του ιςοςκελοφσ τριγώνου που 

ςχθματίηεται. 

(Μονάδεσ 6) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται παραλληλόγραμμο   με  
 

 και  
 

, όπου 


 και 


 είναι μη 

μηδενικά διανύσματα. 

α) Να δείξετε ότι: 

i. 
2 22

2       
   

. 

(Μονάδες 9) 

ii. 
2 22

2       
   

. 

(Μονάδες 9) 

β) Αν   
 

, να δείξετε ότι το   είναι ορθογώνιο.  

(Μονάδες 7) 



ΘΕΜΑ 4  

Δίνονται τα σημεία Α(1,3), Β(−2,2) και η ευθεία ε: 3x + y + α = 0, με αϵℝ. 

α) Να βρείτε για ποια τιμή του α, η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β είναι ίση με την 

απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε.                 

(Μονάδες 8) 

β)     Για α = 4 

        i. Να βρείτε  το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με τον 

άξονα y΄y.                                                    

 (Μονάδες 8) 

        ii. Να βρείτε το σημείο της ευθείας ε που απέχει την μικρότερη απόσταση από την αρχή των 

αξόνων.                                                       

 (Μονάδες 9) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η παραβολή 𝐶: 𝑦2 = 12𝑥  με εστία Ε και η εφαπτομένη ευθεία 

(ε) της (C) στο σημείο της 𝛭(1,2√3), η οποία τέμνει τον άξονα 𝑥΄𝑥  στο σημείο Β. Από το 

σημείο Μ φέρνουμε ευθεία 𝑡′𝑡 παράλληλη προς τον άξονα 𝑥΄𝑥, η οποία τέμνει την 

διευθετούσα (δ) στο σημείο Η. 

α) Να αποδείξετε ότι η (ε) έχει εξίσωση 𝑦 = √3 ∙ 𝑥 +√3. 

(Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Β, Η, Ε. 

(Μονάδες 6) 

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΕΒΗ είναι ρόμβος. 

(Μονάδες 7) 

δ) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ζ) η οποία διχοτομεί την γωνία 𝛦�̂�𝑡. 

(Μονάδες 6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x’  x  

𝑡΄ 

𝑦' 

𝑦 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 − 4κx − 2κy + 4 = 0 (1) με κϵℝ. 

α) Να βρείτε τις τιμές του κϵℝ ώστε  η εξίσωση  (1) να παριστάνει  κύκλο.     

(Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου και την ακτίνα του κάθε κύκλου.   

(Μονάδες 3) 

γ) Να βρείτε την ευθεία στην οποία ανήκουν τα κέντρα των παραπάνω κύκλων. 

(Μονάδες 7) 

δ) Για κ = 1 να βρείτε την εξίσωση εφαπτομένης του αντίστοιχου κύκλου της εξίσωσης (1)   στο 

    σημείο Γ(2,2).                                                                                         

(Μονάδες 8) 

 



ΘΕΜΑ 4 

          Δύο οικισμοί Α και Β βρίσκονται στις θέσεις που ορίζουν τα σημεία Α(−1, −2) και 

          Β(3,1). Εξωτερικά των οικισμών υπάρχει ευθύγραμμος  δρόμος με εξίσωση δ: x + y − 1 = 0.  

          α) Να βρείτε σε ποια  θέση του δρόμου δ:  

            i.   Ο οικισμός Α έχει τη μικρότερη απόσταση από τον δρόμο. 

(Μονάδες 8) 

            ii. Υπάρχει το Κέντρο Υγείας της περιοχής, αν είναι γνωστό ότι ισαπέχει από τους δύο 

οικισμούς. 

(Μονάδες 7) 

         β) Να βρείτε τη θέση Γ ενός αυτοκινήτου πάνω στο δρόμο, αν είναι γνωστό, ότι το εμβαδόν του 

τριγώνου που σχηματίζουν τα τρία σημεία Α, Β και Γ είναι ίσο με  8. 

(Μονάδες 10) 

 



 

ΘΕΜΑ 4 

Μία φωτεινή ακτίνα διερχόμενη από το σημείο        και προσπίπτουσα στην ευθεία     

με εξίσωση        , μετά την ανάκλασή της διέρχεται από το σημείο       .  

 

 

α)  

i. Να αποδείξετε ότι η προβολή του σημείου   πάνω στην ευθεία     είναι το σημείο 

       . 

                                                                                                                              (Μονάδες 7) 

ii. Να αποδείξετε ότι το συμμετρικό του σημείου   ως προς την ευθεία    , είναι το 

σημείο          . 

                                                                                                                                (Μονάδες 5)  

β)  

i. Αν γνωρίζετε ότι η ανακλώμενη ακτίνα είναι η ευθεία (   , η οποία διέρχεται από τα 

σημεία       , τότε να βρείτε την εξίσωσή της. 

                                                 (Μονάδες 4) 

ii. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου πρόσπτωσης   της φωτεινής ακτίνας (    

πάνω στην ευθεία    .  

                                                                            (Μονάδες 5)  



 

γ) Αν     
 

 
  

 

 
 , τότε να βρείτε την εξίσωση της προσπίπτουσας ακτίνας (   . 

                                      (Μονάδες 4)  



ΘΕΜΑ 4 

Δύο εργοστάσια 𝛢 και 𝛣 τα οποία σε ένα σύστημα 

συντεταγμένων έχουν συντεταγμένες 

𝛢(2,1), 𝛣(4,3), βρίσκονται κοντά σε μια ακτή που 

πρόκειται να κατασκευαστεί μια αποβάθρα και θα 

εξυπηρετεί τα δύο εργοστάσια.  

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που συνδέει τα δύο εργοστάσια.   

(Μονάδες 8) 

β) Αν η ακτή είναι ευθύγραμμη με εξίσωση ε:𝑦 = 2𝑥 − 7, να βρείτε τις συντεταγμένες του 

σημείου της ακτής στο οποίο πρέπει να τοποθετηθεί η αποβάθρα ώστε να απέχει εξ ίσου από 

τα δύο εργοστάσια.   

(Μονάδες 10) 

γ) Αν το ζητούμενο σημείο του ερωτήματος β) είναι 𝛮(4,1), να βρείτε πόσο απέχει το κάθε 

εργοστάσιο από το σημείο αυτό. 

(Μονάδες 7) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση 𝑥2 + 𝑦2 + (4 − 2𝑘)𝑥 –  2(1 + 𝑘)𝑦 + 5 − 2𝑘 = 0 (𝑰), όπου 𝑘 ∈ (0, +∞). 

α) Να αποδείξετε ότι η (𝑰) παριστάνει κύκλο με κέντρο 𝑀(𝑘 − 2, 𝑘 + 1) και ακτίνα 𝑘√2 για 

κάθε 𝑘 > 0. 

(Μονάδες 10) 

β) Να αποδείξετε ότι το σημείο 𝛭 ανήκει σε μια σταθερή ευθεία για κάθε 𝑘 > 0. 

(Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (𝜀): 𝑦 = −𝑥 − 1 είναι εφαπτομένη του παραπάνω κύκλου για 

κάθε 𝑘 > 0. 

(Μονάδες 8) 

 



ΘΕΜΑ 4  

Δίνονται οι κφκλοι 1C :    
2 2

1 1 9x y     και 2C :    
2 2

4 4 9x y    . 

α) Να δείξετε ότι τα κζντρα ,   των κφκλων 1C  και 2C αντίςτοιχα βρίςκονται ςτθν διχοτόμο 

τθσ γωνίασ ˆx y  του ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων.  

                                                                   (Μονάδεσ 8) 

β)  Να βρείτε τα ςθμεία τομισ ,   των κφκλων 1C  και 2C .  

(Μονάδεσ 7) 

γ) Να βρείτε τα ςθμεία τθσ ευκείασ y x  ώςτε το τρίγωνο που ςχθματίηεται με τα ,   να ζχει 

εμβαδόν 
21

. .
2
   

    (Μονάδεσ 10) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα διανύσματα  2, 2  


 και  1,1 


 τα οποία έχουν κοινή αρχή το σημείο 

 2,1 .  

α) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 


 και 


 είναι κάθετα. 

                                                                                                                                (Μονάδες 4) 

β) Αν το σημείο   είναι το πέρας του διανύσματος 


,   είναι το πέρας του διανύσματος 




 και  ,x y   ένα τυχαίο σημείο της ευθείας  , 

i. να δείξετε ότι οι συντεταγμένες των σημείων   και   είναι  4, 1   και  3,2 .  

                                                                                                                               (Μονάδες 5) 

ii. να δείξετε ότι 3 11x y   . 

                                                                                                                               (Μονάδες 6)  

iii. να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου  ,x y  , αν ισχύει ότι το   είναι εσωτε-

ρικό σημείο του ευθύγραμμου τμήματος   και 
1

2
  
 

. 

                                                                                                                            (Μονάδες 10) 

                                                                                                                                                                                                                                               



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα ςημεία (0,0) , ( ,0) , ( , )
2



 
και ( ,0)

2


 , όπου ,   ςταθεροί θετικοί 

πραγματικοί αριθμοί. 

α) Να μεταφζρετε τα παραπάνω ςημεία ςε ορθοκανονικό ςφςτημα ςυντεταγμζνων. 

Κατόπιν, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο   είναι ιςοςκελζσ και το ςημείο    είναι  το 

μζςο τησ βάςησ του  . 

(Μονάδεσ 6) 

β) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις των ευθειών   και   είναι : 2 0x y     και

: 2 2 0x y       αντίστοιχα. 

(Μονάδεσ 8) 

γ) Αν 1d  είναι η απόςταςη του ςημείου   από την ευθεία   και 2d  η απόςταςη του 

ςημείου   από την ευθεία , να αποδείξετε ότι 1 2d d . 

(Μονάδεσ 8) 

δ) Ποια πρόταςη τησ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ ζχει αποδειχθεί; 

(Μονάδεσ 3) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση     2 2x y y x 2xy 6 . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i.     2(x y) (x y) 6 0 . 

(Μονάδες 4) 

ii. Η εξίσωση παριστάνει ένα ζεύγος παράλληλων ευθειών, τις οποίες να βρείτε. 

(Μονάδες 4) 

Έστω   1ε : x y 3 0  και   2ε : x y 2 0  οι δυο παράλληλες ευθείες. 

β) Να αποδείξετε ότι όλα τα σημεία 
 

  
 

1
M α, α , α

2
 ισαπέχουν από τις δυο ευθείες. 

(Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε την μεσοπαράλληλη των δυο ευθειών. 

(Μονάδες 7) 



ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω σχήμα έχουμε σχεδιάσει κύκλο 1C  κέντρου   και την ευθεία   : 5x  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου 1C . 

              (Μονάδες 3) 

β) Έστω ένα σημείο του επιπέδου  1 1,x y  

  i. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο  1 1,x y  και ακτίνα 2 . 

(Μονάδες 6) 

   ii. Να βρείτε το μήκος της διακέντρου   σε συνάρτηση με τις συντεταγμένες του 

σημείου   

 (Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε όλους τους κύκλους του ερωτήματος β)i. με ακτίνα 2 , που εφάπτονται 

εξωτερικά στον 1C  και στην ευθεία   . 

(Μονάδες 10) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίςωςη 2 2 2( 1) 2 2 1 0x y x y          (1) , όπου  . 

α) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του   η εξίςωςη (1) παριςτάνει κφκλο και να γράψετε ωσ 

ςυνάρτηςη του λ τισ ςυντεταγμζνεσ του κζντρου   και την ακτίνα ρ. 

(Μονάδεσ 7) 

β) Τι παριςτάνει η εξίςωςη (1) για 0  ;  

 (Μονάδεσ 3) 

γ) Στο παρακάτω ςχήμα φαίνονται 4 κφκλοι με τα αντίςτοιχα κζντρα τουσ 1 2 3 4, , ,     

που προκφπτουν από την (1) για 4 αντίςτοιχεσ τιμζσ του λ. Αξιοποιϊντασ το ςχήμα, 

i. να αποδείξετε ότι τα κζντρα όλων των κφκλων που προκφπτουν από την (1) βρίςκονται 

πάνω ςε μια ευθεία τησ οποίασ να βρείτε την εξίςωςη.  

(Μονάδεσ 5) 

ii. να αποδείξετε ότι όλοι οι κφκλοι που προκφπτουν από την (1) διζρχονται από 

ςταθερό ςημείο του οποίου να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ.  

(Μονάδεσ 5) 

iii. να αποδείξετε ότι η ευθεία : 1 0x y     είναι κοινή εφαπτομένη όλων των κύκλων 

που προκύπτουν από την (1).  

(Μονάδεσ 5) 

 

 



ΘΕΜΑ 4

Δίνονται τα σημεία Α(1,1) και Β(2,3)

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι η (ε): y=2x−1.

(Μονάδες 8)

β) Να αιτιολογήσετε αν το σημείο Γ (2100 ,5 ) ανήκει ή όχι στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από

την ευθεία (ε) και την αρχή των αξόνων Ο(0,0).

(Μονάδες 8)

γ) Να αιτιολογήσετε αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από το

εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ.

(Μονάδες 9)



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση                                      .  

α) Να α  δείξετε  τι για κάθε τιμή τ     η (1)  αριστάνει κύκλ , τ      ί   να βρείτε τ  

κέντρ  και την ακτίνα. 

(Μ νάδες 03)  

β) Να α  δείξετε  τι  λ ι  ι κύκλ ι      ρίζ νται α   την (1) για τις διάφ ρες τιμές τ     

διέρχ νται α   δύ  σταθερά σημεία.  

(Μ νάδες 10)  

γ) Αν        και        είναι τα μ ναδικά σημεία α   τα    ία διέρχ νται  λ ι  ι κύκλ ι, 

τ τε να βρείτε την εξίσωση της κ ινής χ ρδής τ  ς και να α  δείξετε  τι είναι κάθετη στην 

ε θεία     διέρχεται α   τα κέντρα των κύκλων.  

(Μ νάδες 07)  

δ) Αν ένα σημεί         ε αληθεύει την (1)  για κάθε    , τ τε να α  δείξετε  τι 

     . 

(Μ νάδες 05)  

 



ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε την οικογένεια των ευθειών      αε : (α 4)x 2αy α 4 0, α . 

α) Να βρείτε τις ευθείες που προκύπτουν όταν α 0  και όταν α 1  και κατόπιν να 

προσδιορίσετε το κοινό τους σημείο Μ. 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες της οικογένειας διέρχονται από το Μ. 

(Μονάδες 6) 

γ) Έστω ότι μια ευθεία της παραπάνω οικογένειας τέμνει τους θετικούς ημιάξονες Οx, Οy στα 

σημεία Α και Β αντίστοιχα. 

i. Να αποδείξετε ότι  0 α 4 . 

(Μονάδες 6) 

ii. Να βρείτε για ποια τιμή του α ισχύει (ΟΑ) 2(ΟΒ)  

(Μονάδες 5) 



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία        ,        και    . 

α) 

i. Να βρείτε την εξίσωση που περιγράφει όλες τις ευθείες που διέρχονται από το 

σημείο   και έχουν κλίση  . 

(Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε οτι η ευθεία, η οποία διέρχεται από το σημείο  , έχει κλίση   και 

απέχει απόσταση ίση με   από το σημείο  , έχει εξίσωση                . 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε οτι υπάρχει και άλλη ευθεία    , εκτός από την    , η οποία διέρχεται 

από το σημείο   και απέχει απόσταση ίση με   από το σημείο  . 

(Μονάδες 5) 

γ) Να βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών  που σχηματίζουν οι ευθείες     και 

   . 

(Μονάδες 7) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία Α(1,1), Β(5,5). 

α) Αν για το σημείο Μ (x, )ψ  ισχύει 
2 2

AM BM 32+ =
����� �����

, να αποδείξετε ότι: 

i. Το σημείο Μ βρίσκεται πάνω στην καμπύλη με εξίσωση 
2 2
x 6 6x 10 0+ψ − ψ − + = (1)                                      

                                                                                                                               (Μονάδες 08) 

ii. Η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο.  

              (Μονάδες 03) 

β) Αν το κέντρο του κύκλου είναι το Κ(3,3) και η ακτίνα του ρ = 2 2 : 

       i.   Nα διερευνήσετε για ποιες τιμές του λ η ευθεία (ε): λχ + ψ = 2 εφάπτεται του  

            κύκλου (1).                                                                                                            (Μονάδες 07) 

       ii.  Υπάρχει τιμή του λ για την οποία η ευθεία (ε) σχηματίζει με την ΑΒ γωνία 45ο;  

                                                                                                                                            (Μονάδες 07) 

         

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων xy , η εξίσωση ευθείας  

 : 1 2 0x y      , όπου   αριθμός που μεταβάλλεται στο  , παριστάνει τη φωτεινή 

ακτίνα που εκπέμπει ένας περιστρεφόμενος φάρος  .  Ακόμη δίνεται ότι ένα φορτηγό πλοίο 

είναι αγκυροβολημένο στο σημείο  0,0 .     

α)  

i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του φάρου  . 

(Μονάδες 10) 

ii. Να εξετάσετε αν υπάρχει φωτεινή ακτίνα που εκπέμπεται από το φάρο προς το 

αγκυροβολημένο πλοίο. 

(Μονάδες 5) 

β) Ένα ρυμουλκό πλοίο   βρίσκεται βόρεια του φάρου  . Η φωτεινή ακτίνα που φωτίζει το 

  έχει εξίσωση 4 0x y   . Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου   όταν είναι γνωστό 

ότι η συντομότερη διαδρομή που πρέπει  να διανύσει το ρυμουλκό πλοίο για να πάει προς 

το αγκυροβολημένο φορτηγό πλοίο είναι ίση με 4  μονάδες μήκους. 

              (Μονάδες 10) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία          ,        και        του καρτεσιανού επιπέδου    . 

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες των  διανυσμάτων           ,           και          .                   (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τα μέτρα των  διανυσμάτων           ,           και          .                                    (Μονάδες 6) 

γ) Να αποδείξετε ότι                          .                                                                        (Μονάδες 6) 

δ) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει ζεύγος πραγματικών αριθμών       τέτοιο ώστε να 

ισχύει                              .» 

Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

                                                                                                                              (Μονάδες 7) 

 

 

 

 

  

 

         



ΘΕΜΑ 4 

Στο καρτεσιανό επίπεδο      τα σημεία   και   έχουν διανύσματα θέσεως 

                  και                           , με     . 

α) Να αποδείξετε ότι                       .                                                                 (Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε την απόσταση των σημείων   και   ως συνάρτηση του  .                (Μονάδες 7) 

γ) Για ποιές τιμές του   η απόσταση των σημείων   και   είναι ίση με  ;             (Μονάδες 7) 

δ) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει πραγματικός αριθμός   τέτοιος ώστε η απόσταση 

των σημείων   και   να παίρνει τη μικρότερη δυνατή τιμή.»  

Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

(Μονάδες 5) 

 

 

 

 

 

  

 

         



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία                           και        , με     . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία   και   έχει εξίσωση         .    

                                                                                                                               (Μονάδες 6) 

ii. Τα σημεία   και   ανήκουν στην ευθεία     αν και μόνο αν    
     

 
 .  

            (Μονάδες 7) 

iii. Το τετράπλευρο      είναι παραλληλόγραμμο όταν    
     

 
 .   

 (Μονάδες 7) 

β) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Υπάρχει πραγματικός αριθμός   ώστε το τετράπλευρο      

να είναι τετράγωνο.» Είναι αληθής ή  ψευδής ο παραπάνω ισχυρισμός; Να αιτιολογήσετε 

την απάντησή σας.  

                                                                                                 (Μονάδες 5) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Στο χάρτη μίας πεδινής περιοχής, που είναι εφοδιασμένος με ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων, δύο κωμοπόλεις Α και Β έχουν συντεταγμένες Α(3,6) και Β(7,-2).  

α) Ανάμεσα στις δύο κωμοπόλεις, θα κατασκευαστεί ευθεία σιδηροδρομική γραμμή, 

κάθε σημείο της οποίας θα ισαπέχει από αυτές. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας, 

πάνω στην οποία βρίσκεται η σιδηροδρομική γραμμή.                             (Μονάδες 12)                                                                                                                      

β) Πάνω στην σιδηροδρομική γραμμή θα κατασκευαστεί σταθμός Σ, ώστε το εμβαδόν 

της περιοχής που ορίζεται από τα σημεία Α, Β και Σ να ισούται με 20 τετραγωνικές 

μονάδες. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σταθμού Σ στο χάρτη.          (Μονάδες 13) 

                                                                                                                    

 



ΘΕΜΑ 4 

Υποθέτουμε, ότι σε ένα επίπεδο που έχουμε εφοδιάσει με ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων, κινούνται δύο σημεία Α και Β. Κάθε χρονική στιγμή t με t≥ 0 η θέση 

του πρώτου σημείου είναι Α(t-1, 2t-1) και του δευτέρου Β(3t-1, -4t-1). 

α) Να βρείτε τις εξισώσεις των γραμμών πάνω στις οποίες κινούνται τα δύο σημεία. 

                                                                                                                                (Μονάδες 8)  

β) Υπάρχει χρονική στιγμή κατά την οποία τα δύο σημεία ταυτίζονται; 

                                                                                                                                (Μονάδες 7) 

γ) Να υπολογιστεί η απόσταση των δύο σημείων την χρονική στιγμή t=2. 

                                                                                                                                (Μονάδες 5) 

δ) Να βρεθεί η χρονική στιγμή t κατά την οποία η απόσταση του σημείου Α από την 

ευθεία ε: 4x+3y+7=0 ισούται με 6.                                                                  (Μονάδες 5) 

 

                                                                                                                                 

 



ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε τα σημεία Α( 1, 2), Β(3, 2), Γ(1, 4) . 

α) Να αποδείξετε ότι σχηματίζουν τρίγωνο. 

(Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκάθετης της πλευράς ΒΓ. 

(Μονάδες 7) 

Έστω ότι η μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ είναι η ευθεία ε: y x 1  . 

γ) Να βρείτε σημείο Κ στην μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ που ισαπέχει από τα Α, Β. 

(Μονάδες 7) 

δ) Να  βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 

(Μονάδες 5) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οι ευιείεσ 1 : 3y x   και 2 : y x  . 

α) Να ςχεδιάςετε τισ 1 2,   ςτο ίδιο οριοκανονικό ςφςτημα αξόνων.  

(Μονάδεσ 6) 

β) Να βρείτε τη γωνία που ςχηματίζει κάιε μια από τισ ευιείεσ 1  και 2  με τον άξονα xx .  

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να αιτιολογθςετε γιατί η οξεία γωνία των 1 2,   είναι 15 .  

(Μονάδεσ 3) 

δ) Να αποδείξετε ότι 
3 1

15
2 2




 . 

(Μονάδεσ 10) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η παραβολή C : 2 4y x  και η εξίςωςη 2 2( 1) 2 1 0x y        (1), . 

α) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ τησ  εςτίασ   και την εξίςωςη τησ διευθετοφςασ 

τησ παραβολήσ C.  

(Μονάδεσ 6) 

β) Να αποδείξετε ότι η (1) για κάθε   παριςτάνει ευθεία 
  που δεν διζρχεται 

από το  0,0 .  

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να αποδείξετε ότι η διευθετοφςα τησ παραβολήσ δεν ανήκει ςτην οικογζνεια 

ευθειών  .  

(Μονάδεσ 6) 

δ) Ζςτω ( , )   ςημείο του επιπζδου το οποίο δεν ανήκει ςτην παραπάνω 

διευθετοφςα  . Αν από το   διζρχεται μόνο μία ευθεία από την οικογζνεια 

ευθειών  , να δείξετε ότι το   ανήκει ςτον κφκλο που ζχει κζντρο την κορυφή τησ 

παραβολήσ C και διζρχεται από την εςτία τησ  .  

 (Μονάδεσ 7) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα ςημεία (0,0) , ( ,0)  και (0, ) , όπου , 0   . 

α) Να βρείτε ςυναρτήςει των ,   

i. τισ ςυντεταγμζνεσ του μζςου   του τμήματοσ .  

(Μονάδεσ 5) 

ii. την απόςταςη   .  

(Μονάδεσ 5) 

β) Αν  
2 2

2

 
  , τότε: 

i. να αποδείξετε ότι 
( )

( )
2


  .  

(Μονάδεσ 5) 

ii. να γράψετε την πρόταςη τησ Ευκλείδειασ Γεωμετρίασ που ζχει αποδειχθεί. 

(Μονάδεσ 3) 

γ) Να βρείτε την εξίςωςη του περιγεγραμμζνου κφκλου του τριγϊνου   .  

(Μονάδεσ 7) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy θεωρούμε τα σημεία A(-2,- 2), B(0,-4) και την παραβολή y2 = 4x.  

α) Να βρείτε την παράμετρο, την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

              (Μονάδες 09)  

β)  Να βρείτε το σημείο Μ της παραβολής στο οποίο η εφαπτομένη της είναι παράλληλη 

στην ΑΒ.   

                                                                                                                                      (Μονάδες 08) 

γ) Αν Μ(1,-2) και Κ είναι το σημείο τομής της εφαπτομένης ευθείας του προηγούμενου 

ερωτήματος με τον άξονα x΄x, να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΜΚ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 08) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίςωςη 2 2( 3 ) ( 2 ) 1x y      (1) όπου   και η ευθεία 

: 2 3 0x y   . 

α) Να αποδείξετε ότι για κάθε   τα κζντρα των κφκλων που προκφπτουν από 

την (1) ανήκουν ςτην ευθεία  . 

(Μονάδεσ 6) 

β) Να βρείτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών 1 2,   που απζχουν μεταξφ τουσ 2 μονάδεσ 

και ζχουν μεςοπαράλληλη την ευθεία  .  

 (Μονάδεσ 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι όλοι οι κφκλοι που προκφπτουν από την (1) εφάπτονται ςε δφο 

ςταθερζσ ευθείεσ. 

 (Μονάδεσ 6) 

δ) Να βρείτε το εμβαδόν ενόσ τετραγώνου του οποίου δφο απζναντι πλευρζσ 

ανήκουν ςτισ ευθείεσ 1 2,   αντίςτοιχα. 

 (Μονάδεσ 6) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίςωςη           x x 4 y y 2 2 x y 4 (1) . 

α) Nα δείξετε ότι η εξίςωςη (1) παριςτάνει κφκλο με κζντρο  Κ 3,2 και ακτίνα ρ 5 . 

 (Μονάδεσ 6) 

β) Δίνονται τα ςημεία  Α 4,4  και   Β 2,0 . 

i. Να δείξετε ότι τα ςημεία Α και Β είναι αντιδιαμετρικά ςημεία του κφκλου. 

 (Μονάδεσ 4) 

ii. Να βρείτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κφκλου οι οποίεσ είναι 

παράλληλεσ ςτην διάμετρο ΑΒ. (Μονάδεσ 9) 

γ) Να βρείτε την τιμή τησ παραμζτρου λ ώςτε η ευθεία (η) με εξίςωςη  y λx 4 να τζμνει 

τον παραπάνω κφκλο ςε δφο ςημεία Γ και Δ ώςτε   ΓΔ 20 . (Μονάδεσ 6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ  4 

Δίνεται η εξίσωση       2 2x 1 y 2 2 x 3              : (1). 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο  Κ 2, 2  και ακτίνα 

ρ 3.  

                                                                                                                         (06 μονάδες) 

β) Να δείξετε ότι η αρχή Ο των αξόνων είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου. 

                                                                                                                       (04 μονάδες) 

γ) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) η οποία τέμνει τον κύκλο σε δύο σημεία Α 

και Β  ώστε η αρχή των αξόνων να είναι το μέσο της χορδής ΑΒ. 

                                                                                                                        (08 μονάδες) 

δ) Αν η ευθεία (ε) του προηγούμενου ερωτήματος έχει εξίσωση y x  τότε να βρείτε 

το εμβαδό του τριγώνου ΚΑΒ.  

                                                                                                                         (07 μονάδες) 

 



 

ΘΕΜΑ 4 

α) Να αποδειχθεί ότι για όλα τα διανύσματα       ισχύει:  

       
 
        

 
             

 
   (1)  

(Μονάδες 06)  

β) Δίνεται το παραλληλόγραμμο      με              αι            . 

i. Να σχεδιάσετε τα διανύσματα        αι      . 

(Μονάδες 05)  

ii. Να δώσετε τη γεωμετρι ή ερμηνεία της ισότητας (1). 

(Μονάδες 04)  

γ) Ένα σώμα σύρεται πάνω σε λείο επίπεδο από δύο ανθρώπους, οι οποίοι εξασ ούν πάνω 

σε αυτό δυνάμεις       αι      αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο παρα άτω σχήμα . Οι δυνάμεις 

έχουν ίσα μέτρα                αι η γωνία που σχηματίζουν είναι    . Να σχεδιάσετε την 

συνισταμένη δύναμη     αι να βρείτε το μέτρο της.  

 

(Μονάδες 10)  



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία                         . 

α) Να αποδείξετε ότι η         . 

(Μονάδες 06)  

β) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου  , ο οποίος διέρχεται από τα σημεία          . 

(Μονάδες 09)  

γ) Αν ο κύκλος   έχει εξίσωση    
 

 
 
 

    
 

 
 
 

 
 

 
 , τότε να βρείτε τις εξισώσεις των 

εφαπτόμενων του, οι οποίες διέρχονται από την αρχή των αξόνων. 

(Μονάδες 10)  

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία Α(0 -1), Β(λ, 1) και Γ(λ-2, λ-3), όπου λ R . 

α) Να βρείτε τις τιμές του λ  R ώστε : 

i. Tα σημεία Α, Β και Γ να είναι κορυφές τριγώνου. (Μονάδες 8) 

ii. Το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο με �̂� = 90ο. (Μονάδες 7) 

β) Για λ = - 2 ,να βρείτε: 

i. Το εσωτερικό γινόμενο 𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝛢𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗. (Μονάδες 4) 

ii. Το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. (Μονάδες 6) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ο κφκλοσ C: x2 + y2 = 4 και το ςημείο Α(2√ , 0).  

α)   

i. Να αποδείξετε ότι το ςημείο Α είναι εξωτερικό του κφκλου C. (Μονάδεσ 05) 

ii. Να βρείτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κφκλου C που διζρχονται από το 

ςημείο Α και να αποδείξετε ότι είναι μεταξφ  τουσ κάθετεσ.    (Μονάδεσ 12) 

β) Αν Β, Γ τα ςημεία επαφήσ του κφκλου C  με τισ εφαπτόμενεσ ευθείεσ από το ςημείο  Α, να 

υπολογίςετε το εμβαδό του τετραπλεφρου ΑΒΟΓ. (Μονάδεσ 08) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα ςημεία Α(2,4), Β(-1,0) και Γ(3,-2). 

α) Να αποδείξετε ότι τα ςημεία Α, Β, Γ αποτελοφν κορυφζσ τριγώνου ΑΒΓ. (Μονάδεσ 04) 

β) Αν η ευθεία ΑΒ τζμνει τον άξονα y’y ςε ζνα ςημείο Δ και η ευθεία ΑΓ τζμνει τον άξονα x’x 

ςε ζνα ςημείο Ε, τότε: 

i. Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των ςημείων Δ και Ε. (Μονάδεσ 10) 

ii. Να αποδείξετε ότι    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2  ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2  ⃗⃗⃗⃗  . (Μονάδεσ 06) 

γ) Να αποδείξετε ότι  η ευθεία ΔΕ είναι παράλληλη τησ ΒΓ. (Μονάδεσ 05) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ο κφκλοσ C: x2+y2=1. 

α) Αν Α και Α΄ είναι τα ςθμεία τομισ του κφκλου C με τουσ θμιάξονεσ Ox και Ox΄ αντίςτοιχα, 

τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι οι ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων Α και Α΄ είναι Α(1,0) και Α΄(-1,0). 

 (Μονάδεσ 05) 

ii. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ ε που διζρχεται από το Α και ςχθματίηει με τον 

άξονα x’x γωνία °150 . (Μονάδεσ 06) 

β) Αν θ ευκεία ε τζμνει τον κφκλο C και ςτο ςθμείο Β, να αποδείξετε ότι θ χορδι ΑΒ ζχει 

μικοσ 3 . (Μονάδεσ 08) 

γ) Αν θ ευκεία ε ζχει εξίςωςθ y = - 
√ 

 
 (x-1), να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ (η) που 

διζρχεται από τα ςθμεία Α΄ και Β. (Μονάδεσ 06) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ο κφκλοσ με εξίςωςη x2+y2-4x-8y-5=0 και η ευθεία (ε): 3x-4y=μ, μR. 

α) Να βρείτε το κζντρο του κφκλου και την ακτίνα του. (Μονάδεσ 05) 

β) Αν η ευθεία ε τζμνει τον κφκλο ςε δφο διαφορετικά ςημεία Α, Β  

i. Να αποδείξετε ότι -35<μ<15. (Μονάδεσ 07) 

ii. Να βρείτε για ποια τιμή του μ η ευθεία ε διζρχεται από το κζντρο του. (Μονάδεσ 04) 

iii. Να βρεθεί ςημείο Γ του κφκλου τζτοιο ώςτε, το τρίγωνο ΓΑΒ να είναι ιςοςκελζσ με 

βάςη τη χορδή ΑΒ. (Μονάδεσ 09) 

  



ΘΕΜΑ 4 

Σε ςφςτημα αξόνων δίνονται τα ςημεία  3,4 και  7,1 .  

 

α) Αν 
8

2,
3

 
 
 

 και 
13

,3
3

 
 
 

 να δείξετε ότι: 

i. 
1

3
    και 

1

3
    

              (Μονάδεσ 6) 

ii. / /  . 

              (Μονάδεσ 5) 

iii. Να δείξετε ότι    
2

1

3
 

   
 

. 

(Μονάδεσ 5) 

β) Γενικεφοντασ το παράδειγμα του α) ερωτήματοσ, αν για τα ςημεία   και   ιςχφουν 

1


    και 

1


   , να δείξετε ότι 

2
1



    
      
    

. 

(Μονάδεσ 9) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η παραβολή 2:C y x   η οποία διζρχεται από το ςημείο (16, 4)  . 

α) Να αποδείξετε ότι 4  . 

(Μονάδεσ 5) 

β) Να βρείτε την εςτία   και τη διευθετοφςα δ τησ παραβολήσ. 

(Μονάδεσ 7) 

γ) Να βρείτε την εξίςωςη τησ εφαπτομζνησ 1  τησ παραβολήσ C  η οποία είναι παράλληλη 

ςτην ευθεία 2 : 2 4 0x y     . 

(Μονάδεσ 7) 

δ) Να βρείτε την εξίςωςη κφκλου 1C  με κζντρο την κορυφή τησ παραβολήσ C  ο οποίοσ 

εφάπτεται ςτην ευθεία 1  του ερωτήματοσ γ).  

(Μονάδεσ 6) 



ΘΕΜΑ 4 

Επιστήμονες προκειμένου να μελετήσουν υδρόβιο έντομο κατέγραψαν στιγμιότυπα από 

τους κύκλους με κέντρα τα σημεία , , ,     και ακτίνες 
1

3,2,1,
2

 αντίστοιχα,   που 

σχηματίζονται σε κάθε προσγείωση του στο νερό. Η εικόνα από τις εναέριες λήψεις 

αποτυπώθηκαν σε σύστημα αξόνων όπως φαίνεται στο σχήμα. Το έντομο κινούμενο 

ευθύγραμμα περνάει από τα σημεία , , ,     για να καταγραφεί την στιγμή που 

καταλήγει στο σημείο  .  

 

α) Να βρείτε την εξίσωση της πορείας του εντόμου. 

              (Μονάδες 4) 

β)  

i. Να δείξετε ότι η ευθεία ( )1 :
3 3 4 3

3 3
y x

−
= +  είναι κοινή εφαπτόμενη των 

τεσσάρων κύκλων. 

              (Μονάδες 7) 

ii. Να βρείτε την εξίσωση της άλλης κοινής εφαπτομένης. 

    (Μονάδες 10) 

γ) Με βάση το μοτίβο που ακολουθούν οι κινήσεις του εντόμου να βρείτε ότι η τελική θέση 

του εντόμου είναι το σημείο ( )4,1 . 

(Μονάδες 4) 

Δίνεται ότι 
3

150
3

 = −  . 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται δύο  κύκλοι με εξισώσεις C1: x2 + y2 − 6x + 5 = 0  και  C2: x2 + y2 = 1. 

α) Να δείξετε ότι: 

     i. Η εξίσωση του κύκλου C1 γράφεται στη μορφή (x − 3)2 + y2 = 4. 

(Μονάδες 5) 

    ii. Oι κύκλοι C1, C2 εφάπτονται εξωτερικά. 

(Μονάδες 4) 

β) Να βρείτε:  

     i. Το σημείο επαφής των δύο κύκλων C1 και C2. 

(Μονάδες 6) 

    ii. Την εξίσωση της εσωτερικής κοινής εφαπτομένης των δύο κύκλων C1 και C2. 

(Μονάδες 4) 

γ) Αν τα σημεία Μ1, Μ2 διατρέχουν τους κύκλους C1, C2 αντίστοιχα, να βρείτε τη μέγιστη 

απόσταση ανάμεσα στα σημεία αυτά.      

(Μονάδες 6) 

 



 

ΘΕΜΑ 4 

Στο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της παραβολής με εξίσωση      , η 

εφαπτομένη της     στο σημείο        και η    κάθετη στην    . Μία φωτεινή ακτίνα    , 

ακολουθώντας πορεία παράλληλη προς τον άξονα της παραβολής, προσπίπτουσα στο 

σημείο   και ανακλώμενη πάνω στην καμπύλη (που αντιστοιχεί σε παραβολικό κάτοπτρο) 

διέρχεται από το σημείο  . Αν γνωρίζετε ότι η γωνία    που σχηματίζει η προσπίπτουσα 

φωτεινή ακτίνα     με την     και η γωνία    που σχηματίζει η ανακλώμενη φωτεινή ακτίνα 

   με την     είναι ίσες, τότε: 

α) Να βρείτε την εστία και την διευθετούσα της παραβολής. 

(Μονάδες 06)  

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας     και το σημείο   στο οποίο αυτή τέμνει τον άξονα 

   . 

(Μονάδες 06)  

γ) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο     είναι ισοσκελές. 

(Μονάδες 07)  

δ) Να αποδείξετε ότι το σημείο   ταυτίζεται με την εστία της παραβολής. 

(Μονάδες 06)  

 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται ο κύκλος     με κέντρο        και ακτίνα      και το σημείο       . 

α) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου και να αποδείξετε οτι το σημείο   είναι εξωτερικό του 

κύκλου. 

(Μονάδες 07) 

β)  

i. Να αποδείξετε οτι οι ευθείες που εφάπτονται στον κύκλο     και διέρχονται από το 

σημείο   έχουν εξισώσεις                 και                . 

(Μονάδες 10) 

ii. Να βρείτε την εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας     , όπου   και   είναι 

αντίστοιχα τα σημεία επαφής των ευθειών      και      με τον κύκλο. 

(Μονάδες 08) 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Στην Golden Gate γέφυρα του San Francisco, το κεντρικό καλώδιο θεωρούμε προσεγγιστικά 

ότι αποτελεί τμήμα παραβολής. Οι δύο βασικοί πυλώνες απέχουν μεταξύ τους 1280 𝑚, ενώ 

το ύψος του κάθε πυλώνα σε σχέση με το οδόστρωμα της γέφυρας είναι 160 𝑚. Γνωρίζουμε 

ότι το κατώτερο σημείο του παραβολικού καλωδίου αγγίζει τη γέφυρα στο μέσο της 

απόστασης των δύο πυλώνων. Θεωρούμε ορθογώνιο σύστημα αξόνων, όπως στο σχήμα.   

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της παραβολής του κεντρικού καλωδίου σ΄αυτό το σύστημα 

των αξόνων είναι 𝑥2 = 2560𝑦. 

(Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε τις συντεταγμένες της εστίας  𝛦 και την εξίσωση της διευθετούσας (𝛿) της 

παραβολής. 

(Μονάδες 8) 

γ) Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο 𝛣(640,160) τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο σημείο 𝛥. 

Να αποδείξετε ότι 𝛦𝛥 = 𝛦𝛣 . 

(Μονάδες 8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦′  

𝑥′  

𝑥  

𝑦 

𝑂  
  1280𝑚 

𝛣 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η παραβολή        και              , ζνα ςημείο τησ.  

α) Αν Α είναι η προβολή του Μ ςτη διευθετοφςα τησ παραβολήσ, 

i. Να εκφράςετε τισ ςυντεταγμζνεσ των ςημείων Μ και Α ςυναρτήςει τησ τεταγμζνησ 

  του ςημείου Μ.  (Μονάδεσ 05) 

ii. Αν E είναι η εςτία τησ παραβολήσ, να βρείτε το ςημείο Μ για το οποίο   

(ΜΑΕ) = 
8

5
τ.μ. 

 (Μονάδεσ 12) 

β) Αν   
 

 
    και ε η εφαπτομζνη τησ παραβολήσ ςτο ςημείο Μ, να αποδείξετε ότι το 

τετράπλευρο ΑΜΕΜ΄ είναι ρόμβοσ, όπου Ε είναι η εςτία τησ παραβολήσ και Μ΄ το ςημείο 

που η ευθεία ε τζμνει τον άξονα x’x. (Μονάδεσ 08) 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Τα ςημεία Α(-7, -1) και Β(3, -5) είναι ςημεία ενόσ κφκλου C κζντρου Κ. Το ςημείο Μ είναι το 

μζςο τησ χορδήσ ΑΒ και μία ευθεία ε διζρχεται από τα ςημεία Κ και Μ.  

α) Να βρείτε:  

i. Τισ ςυντεταγμζνεσ του ςημείου Μ. (Μονάδεσ 04)  

ii. Την εξίςωςη τησ ευθείασ ΚΜ. (Μονάδεσ 08)  

β) Αν από το κζντρο Κ του κφκλου διζρχεται η ευθεία (δ): x+y= -12, τότε:  

i. Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του ςημείου Κ. (Μονάδεσ 07) 

ii. Να βρείτε την εξίςωςη του κφκλου C. (Μονάδεσ 06) 

  

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται θ παραβολι y2= 4x, το ςθμείο τθσ Μ( 
 

 
,  1) και θ ευκεία ε του επιπζδου με εξίςωςθ  

ε: 0=1+
4

y
-

3

x
. 

α) 

i. Να δείξετε ότι θ ευκεία ε δεν ζχει κοινά ςθμεία με τθν παραβολι και να βρείτε τθν 

απόςταςι του ςθμείου Μ από τθν ε. (Μονάδεσ 07) 

ii. Αν θ ευκεία ε τζμνει τουσ άξονεσ x’x  και y’y ςτα ςθμεία Γ και Δ αντίςτοιχα, να δείξετε 

ότι (ΜΓΔ) = 5 τ.μ. (Μονάδεσ 05) 

β)  

i. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ η που εφάπτεται τθσ παραβολισ και είναι  

παράλλθλθ ςτθν ευκεία ε. 

 (Μονάδεσ 08) 

ii. Ποια είναι θ απόςταςθ των ευκειών η και ε; (Μονάδεσ 05) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση: x2 + y2 – (λ + 8)x + λy + 7 = 0 (1), με λ∈𝐑.  

α) Να αποδείξετε ότι για κάθε λ∈ ℜ η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο, του οποίου να 

βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα.                                                                       ( Μονάδες 6)                                                                                                                                                

β) Να βρείτε την εξίσωση της γραμμής πάνω στην οποία κινούνται τα κέντρα των 

κύκλων αυτών.                                                                                                   (Μονάδες 7)                                                                                                                                                                                                                

γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε λ∈ ℜ, όλοι οι παραπάνω κύκλοι, διέρχονται από δύο 

σταθερά σημεία, τα οποία και να βρεθούν.                                                 (Μονάδες 7)                                                                                                                                                                                                           

δ) Θεωρούμε τον κύκλο που ορίζεται από την (1) για λ=0. Να βρεθούν τα σημεία του 

κύκλου αυτού, που απέχουν από την αρχή των αξόνων την ελάχιστη και την μέγιστη 

απόσταση αντίστοιχα.                                                                                      (Μονάδες 5)                                                           

                                                                                                                           

 



ΘΕΜΑ 4 

α) Δίνονται οι ευθείες 1 : 2y x   , 2 : 2y x    και τα σημεία  2,0  ,  2,0  των 

ευθειών 1 2,   αντίστοιχα. 

i. Να αποδειχθεί ότι 1 2//  .  

(Μονάδες 04) 

ii. Να βρεθούν οι συντεταγμένες του μέσου  , του  . 

(Μονάδες 02) 

iii. Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαραλλήλου των ευθειών 1 2,  . 
(Μονάδες 06) 

β) Ο κύκλος  ,  έχει την ιδιότητα να εφάπτεται των ευθειών 1  και 2 . Αν το κέντρο   

του κύκλου  ,  ανήκει στην ευθεία   : x  , όπου  , τότε: 

i. Να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου  , συναρτήσει του  . 

(Μονάδες 05) 

ii. Να αποδείξετε ότι η ακτίνα   είναι ανεξάρτητη του   και να γράψετε την εξίσωση 

που παριστάνει όλους τους κύκλους  , , για τις διάφορες τιμές του  . 

              (Μονάδες 08) 

 

 



ΘΕΜΑ 4  

Θεωρούμε τα σημεία Α(1, 1)και Β(2, 4) . 

α) Να βρείτε όλα τα σημεία Μ στον άξονα y y ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ορθογώνιο με 

υποτείνουσα την ΑΒ. 

(Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε την εξίσωση κύκλου C με διάμετρο ΑΒ. 

(Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι ο κύκλος C διέρχεται από τα σημεία Μ που προσδιορίσατε στο ερώτημα 

(α). Κατόπιν, να το επιβεβαιώσετε γεωμετρικά.  

(Μονάδες 10) 



ΘΕΜΑ 4 

Κατά τη διάρκεια μιας επιχείρησης εντοπισμού ενός αγνοούμενου σε μια αχανή δασώδη 

επίπεδη περιοχή, δύο παρατηρητές 𝑀1 και 𝑀2 βρίσκονται σε διαφορετικά σημεία. O 

αγνοούμενος εκτοξεύει φωτοβολίδες που διαθέτει και οι δύο παρατηρητές σημειώνουν τις 

χρονικές στιγμές που ακούνε τον ήχο της εκπυρσοκρότησης του όπλου. Είναι γνωστό ότι ο 

παρατηρητής 𝑀1 ακούει σε όλες τις εκρήξεις τον ήχο με διαφορά 4 𝑠𝑒𝑐 αργότερα από τον 

παρατηρητή 𝑀2. 

α) Αν ονομάσουμε 𝛲 την θέση του αγνοούμενου, να αποδείξετε ότι 

 (𝛲𝛭1) − (𝛲𝛭2) = 1360 𝑚. Θεωρούμε ότι η ταχύτητα διάδοσης του ήχου είναι 340 𝑚/𝑠𝑒𝑐. 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξτε ότι η θέση 𝛲 του αγνοούμενου ανήκει σε έναν κλάδο υπερβολής με εστίες 

τα σημεία 𝑀1 και 𝑀2.  

(Μονάδες 8) 

γ) Αν γνωρίζουμε ότι η απόσταση (𝑀1𝑀2) είναι 1378 𝑚, να αποδείξετε ότι αυτή η υπερβολή 

έχει εξίσωση 
𝑥2

6802 −
𝑦2

1112 = 1, θεωρώντας ως άξονα 𝑥΄𝑥 την ευθεία 𝑀1𝑀2 και κέντρο της 

υπερβολής την αρχή των αξόνων. Δίνεται ότι 372 = 1369. 

(Μονάδες 9) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία    2,1 , 3, 1    και  2,0  .       

α)  

i. Να αποδείξετε ότι τα σημεία ,     και   δεν είναι συνευθειακά. 

(Μονάδες 07) 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου   ισούται με 
9

2
 τετραγωνικές 

μονάδες. 

(Μονάδες 03) 

β) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων  ,x y  για τα οποία ισχύει 

       

              (Μονάδες 07) 

γ) Αν ο γεωμετρικός τόπος των σημείων   του ερωτήματος (β) αποτελείται από τις ευθείες 

1 2: 4 7 0  και  : 4 11 0x y x y       , τότε: 

i. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες  , 1 2  και     είναι παράλληλες. 

(Μονάδες 03) 

ii. Να εξετάσετε αν είναι αληθής ή ψευδής ο ισχυρισμός « οι ευθείες

4 7 0  και  4 11 0x y x y      έχουν ως μεσοπαράλληλο την ευθεία  ». 

                                                                                                                         (Μονάδες 05) 

        

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Η τροχιά της Γης γύρω από τον Ήλιο είναι μια έλλειψη με μία εστία τον Ήλιο. Η ελάχιστη 

απόσταση του κέντρου της Γης από το κέντρο του Ήλιου είναι 𝛲𝛨 =  147,5 εκατομμύρια 

𝐾𝑚 και η μέγιστη 𝛢𝛨 =  152,5 εκατομμύρια 𝐾𝑚. Στο σχήμα θεωρούμε ότι τα σημεία 𝛨 και 

𝛤 είναι τα κέντρα του Ήλιου και της Γης αντίστοιχα. Θεωρούμε ορθογώνιο σύστημα αξόνων 

με αρχή το μέσο του 𝛨𝛦 και 𝑥′𝑥 τον μεγάλο άξονα της έλλειψης, ενώ ο άξονας 𝑦′𝑦 είναι η 

μεσοκάθετος του 𝛨𝛦.  

 

α) Να αποδείξετε (𝛲𝛢) = 300 εκατομμύρια 𝐾𝑚, (𝐻𝐸) = 5 εκατομμύρια 𝐾𝑚 και ότι η 

εκκεντρότητα της έλλειψης είναι 𝜀 =
1

60
. 

  (Μονάδες 10) 

β) Για μια τυχαία θέση της Γης πάνω στην ελλειπτική τροχιά, να υπολογίσετε την περίμετρο 

του τριγώνου 𝛨𝛤𝛦. 

(Μονάδες 8) 

γ) Αν ονομάσουμε 𝑡′𝑡 την εφαπτομένη ευθεία της έλλειψης στο 𝛤, να αποδείξετε ότι οι 

γωνίες  𝑡′�̂�𝐻  και 𝑡�̂�𝐸 είναι ίσες. 

(Μονάδες 7) 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Ένα σημείο 𝛢(𝑥𝛢, 𝑦𝛢) της παραβολής 𝐶: 𝑦2 = 4𝑥 με 𝑥𝛢 > 0, 𝑦𝛢 > 0, έχει την εξής ιδιότητα: 

η ημιευθεία 𝛢𝛦 τέμνει την διευθετούσα (𝛿) στο σημείο 𝛤, έτσι όμως ώστε η εστία 𝛦 της 

παραβολής 𝐶, να είναι το μέσο του τμήματος 𝛢𝛤. Επίσης, από το σημείο 𝛢 φέρνουμε κάθετη 

στην διευθετούσα (𝛿) και έστω 𝛣 το σημείο τομής, όπως δείχνει το παρακάτω σχήμα. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒE είναι ισόπλευρο. 

(Μονάδες 7) 

β) Να αποδείξετε ότι 𝑥𝛢 = 3 και 𝑦𝛢 = 2√3. 

(Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου ΑΒΓ. 

(Μονάδες 8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥΄ 𝑥 

𝑦 

𝑦΄ 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται το τετράγωνο 𝛭𝛭1𝛰𝛭2 με 𝛭(4,4), 𝛭1(4,0), 𝛭2(0,4). Αν Ο η αρχή των αξόνων του 

καρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων, τότε: 

α) Να δείξετε ότι ο κύκλος που διέρχεται από τις κορυφές του τετραγώνου 𝛭𝛭1𝛰𝛭2 έχει 

εξίσωση 𝐶: (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 = 8. 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία 𝜀: 𝑥 + 𝑦 = 8 είναι εφαπτομένη του παραπάνω κύκλου 𝐶  

(Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το σημείο επαφής της ευθείας 𝜀 με τον κύκλο 𝐶. 

(Μονάδες 9) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Έστω ( , )x y  μεταβλητό σημείο του επιπέδου για το οποίο ισχύει 

( ) ( ) 10΄ +  = , όπου Ε(3,0) και Ε΄(-3,0).  

α) Να βρείτε το είδος της καμπύλης C  πάνω στην οποία κινείται το σημείο   και 

να γράψετε την εξίσωσή της, αιτιολογώντας την απάντησή σας.  

(Μονάδες 6) 

Έστω 
2 2

: 1
25 16

x y
C + =  και ( ) : 3 5 25x y + = . 

β) Να αποδείξετε ότι C  και ( )  έχουν ένα μόνο κοινό σημείο   και να βρείτε τις 

συντεταγμένες του σημείου  . 

(Μονάδες 7) 

γ) Να ερμηνεύσετε γραφικά το συμπέρασμα του ερωτήματος β) και να σχεδιάσετε 

στο ίδιο ορθοκανονικό σύστημα την έλλειψη C  και την ευθεία  . 

(Μονάδες 6) 

δ) Να σχεδιάσετε τη διχοτόμο της γωνίας ˆ ΄  και να βρείτε την εξίσωσή της .  

(Μονάδες 6) 



ΘΕΜΑ 4 

Η ευκεία   με εξίςωςθ 1 0x y    του παρακάτω ςχιματοσ, αναπαριςτά τθ 

γραμμι ενόσ ςιδθροδρομικοφ δικτφου που εξυπθρετεί τουσ κατοίκουσ δφο πόλεων 

(8,1) , ( 7,4)   (για τθν ακρίβεια ,   είναι τα κεντρικά ςθμεία των πόλεων από 

τα οποία μετράμε αποςτάςεισ). Για το λόγο αυτό κα καταςκευαςτεί κατά μικοσ τθσ 

γραμμισ ( ) , ζνασ ςτακμόσ ςε ζνα ςθμείο Σ και μία πεηογζφυρα ςε ζνα ςθμείο Π. 

Να βρείτε : 

α) ποια πόλθ από τισ ,   είναι πλθςιζςτερα ςτθ γραμμι του τραίνου.  

(Μονάδεσ 6) 

β) τισ ςυντεταγμζνεσ του Π, αν είναι γνωςτό ότι κα καταςκευαςτεί ςτο πλθςιζςτερο 

ςθμείο τθσ γραμμισ ςτθν πόλθ Β. 

(Μονάδεσ 7) 

 

γ) τισ ςυντεταγμζνεσ του Σ ςτισ παρακάτω περιπτώςεισ  

i. ο ςτακμόσ Σ να ιςαπζχει από τισ πόλεισ ,  . 

(Μονάδεσ 6) 

ii. το οδικό δίκτυο που κα ςυνδζει το ςτακμό Σ με τισ πόλεισ ,   να ζχει το 

μικρότερο δυνατό μικοσ. 

(Μονάδεσ 6) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Ένασ καταςκευαςτήσ μπιλιάρδων θζλει να καταςκευάςει ζνα ελλειπτικό μπιλιάρδο 

όπωσ αυτό του παρακάτω ςχήματοσ (ςχήμα 1). Το περίγραμμα του μπιλιάρδου 

είναι ζλλειψη με εςτίεσ τα ςημεία (3,0)  και ( 3,0)΄  . Η μοναδική τρφπα του 

μπιλιάρδου ζχει ςχήμα κφκλου (ο μαφροσ κφκλοσ ςτο ςχήμα 1) με κζντρο το ςημείο 

΄ . Για να ςχεδιάςει ο καταςκευαςτήσ το περίγραμμα του μπιλιάρδου πάνω ςε μία 

ξφλινη επίπεδη επιφάνεια, τοποθζτηςε ςτα ςημεία   και ΄  δφο καρφιά ςτα οποία 

ζδεςε τισ άκρεσ ενόσ ςχοινιοφ μήκουσ 10 μονάδων μήκουσ. Στη ςυνζχεια με ζνα 

μολφβι διατηροφςε το ςχοινί τεντωμζνο, ϊςτε αυτό, κατά την κίνηςή του, να 

διαγράψει ζλλειψη C  όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω (ςχήμα 2). 

α) Να βρείτε τα μήκη του μεγάλου και του μικροφ άξονα τησ ζλλειψησ C . 

(Μονάδεσ 10) 

β) Να γράψετε την εξίςωςη τησ ζλλειψησ C  και να βρείτε την εκκεντρότητά τησ. 

 (Μονάδεσ 5) 

γ) Ένασ παίκτησ τοποθετεί μια άςπρη μπάλα (ο άςπροσ κφκλοσ ςτο ςχήμα 1) 

ακριβϊσ ςτο ςημείο  . Σκοπεφει να χτυπήςει την άςπρη μπάλα ϊςτε αφοφ αυτή 

προςκροφςει πρϊτα ςτο ελλειπτικό περίγραμμα του μπιλιάρδου, ςτη ςυνζχεια να 

πζςει ςτην τρφπα. Αν θεωρήςουμε ότι ο παίκτησ θα χτυπήςει με όςη δφναμη 

απαιτείται για να φτάςει η μπάλα ςτην τρφπα και το χτφπημα θα είναι ςτο κζντρο 

τησ μπάλασ ϊςτε αυτή να κυλά χωρίσ να περιςτρζφεται, να βρείτε ςε ποιο ςημείο 

τησ ζλλειψησ C  πρζπει να ςημαδζψει, ϊςτε με ζνα μόνο χτφπημα η μπάλα να μπει 

ςτην τρφπα: 

1) μόνο ςτα άκρα του μεγάλου άξονα 

2) μόνο ςτα άκρα του μικροφ άξονα 

3) μόνο ςτα άκρα του μικροφ άξονα και ςτο ζνα άκρο του μεγάλου άξονα 

4) ςε οποιοδήποτε ςημείο τησ C  εκτόσ από το ζνα άκρο του μεγάλου άξονα 

Επιλζξτε τη μοναδική ςωςτή απαντήςεισ αιτιολογϊντασ την απάντηςή  ςασ. 

(Μονάδεσ 10) 



 

                              Σχήμα 1 

 M

 E E΄

 
 
 
 
                       Σχήμα 2 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οι ευθείεσ 1

3
:

3
y x   και 2 : y x  . 

α) Να ςχεδιάςετε τισ 1 2,   ςτο ίδιο ορθοκανονικό ςφςτημα αξόνων.  

(Μονάδεσ 6) 

β) Να βρείτε τη γωνία που ςχηματίζει κάθε μια με τον άξονα xx .  

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου  , όπου (0,0), (3, 3), (3,3)    .  

(Μονάδεσ 6) 

δ) Να αποδείξετε ότι 
3 1

15
2 2




 .  

 (Μονάδεσ 7) 

(Θυμίζουμε ότι το εμβαδόν ενόσ τριγώνου δίνεται από το ημιγινόμενο δφο πλευρών του επί 

το ημίτονο τησ περιεχόμενησ γωνίασ τουσ).  



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τo σημείo        . 

α) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών     που διέρχονται από το σημείο  .  

(Μονάδες 06)                          

β)  

i. Να βρείτε ποιες από τις παραπάνω εξισώσεις ευθειών σχηματίζουν τρίγωνο με τον 

αρνητικό ημιάξονα     και τον θετικό ημιάξονα   . 

(Μονάδες 04)                          

ii. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας     , η οποία διέρχεται από το σημείο   και 

σχηματίζει με τον αρνητικό ημιάξονα     και τον θετικό ημιάξονα    τρίγωνο, με 

εμβαδόν    .      

 (Μονάδες 10)                          

γ) Αν             , να βρείτε το μήκος του ύψους του ορθογωνίου τριγώνου, που 

σχηματίζει η      με τους άξονες, το οποίο φέρεται από την κορυφή  .  

(Μονάδες 05)                          

 



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία              
 

 
  και η ευθεία     με εξίσωση   

 

 
 . 

α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας      που διέρχεται από το σημείο   και σχηματίζει 

γωνία     με τον άξονα    . 

(Μονάδες 05) 

β) Να βρείτε την εξίσωση, που εκφράζει το σύνολο των σημείων του επιπέδου, που 

απέχουν ίση απόσταση από το σημείο   και την ευθεία    .    

  (Μονάδες 06)                                                                              

γ) 

i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης     της καμπύλης           , που 

είναι παράλληλη στην ευθεία     , με εξίσωση         

(Μονάδες 07) 

ii. Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της καμπύλης   και των ευθειών      και 

   . Με τη βοήθεια του σχήματος (ή με οποιονδήποτε άλλον τρόπο)  να αποδείξετε 

ότι η ελάχιστη απόσταση των σημείων της   από την ευθεία       είναι 
   

 
 . 

(Μονάδες 07) 

 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία                  . 

α) Να βρείτε την εξίσωση της μεσοκάθετης ευθείας     του ευθύγραμμου τμήματος     

(Μονάδες 07)  

β) Αν   είναι ένα τυχαίο σημείο της ευθείας    , να βρείτε την εξίσωση     όλων των 

κύκλων, οι οποίοι έχουν κέντρο   και διέρχονται από τα σημεία        , συναρτήσει μιας 

παραμέτρου    . 

(Μονάδες 08)  

γ) Αν η εξίσωση                          , παριστάνει όλους τους κύκλους     

του ερωτήματος β), τότε: 

i. Να σχεδιάσετε τον κύκλο, ο οποίος έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα   . 

(Μονάδες 05)  

ii. Να αποδείξετε οτι η ευθεία              εφάπτεται σε όλους τους κύκλους  

    στο σημείο       . 

(Μονάδες 05)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε τρίγωνο OAB,  με  ΟΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = α⃗⃗ ,  ΟΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (6,8).  Για το διάνυσμα α⃗⃗  γνωρίζουμε  

ότι  α⃗⃗ = (|α⃗⃗ | − 4, |α⃗⃗ | − 2) 

α) Να δείξετε ότι |α⃗⃗ | = 2.           

(Μονάδες 10) 

β) Να βρείτε σημείο Γ  έτσι, ώστε το τετράπλευρο OAΓB να αποτελεί παραλληλόγραμμο.                                                                                                 

(Μονάδες 08) 

γ) Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει η πλευρά ΟΑ  με τη διαγώνιο ΑΒ του     

παραλληλογράμμου OAΓB. 

(Μονάδες 07) 



ΘΕΜΑ 4 

Σε ένα ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οxy είναι τοποθετημένα 7 χωριά ως σημεία 

του επιπέδου και μια πηγή νερού σε ένα σημείο Π. Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν 6 αγωγοί νερού 

που συνδέουν την πηγή με έξι από τα παραπάνω χωριά.  Οι αγωγοί αυτοί ανήκουν στις 

γραμμές με εξισώσεις της μορφής:    

(𝜆 + 1)x + (λ − 1)y + 2 = 0, με λ∈{0,1,2,3,4,5} . 

α) Να αποδείξετε ότι και οι 6 γραμμές είναι ευθείες.  

(Μονάδες 04) 

β)  Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Π.  

(Μονάδες 06) 

γ)  Το έβδομο χωριό βρίσκεται στο σημείο O(0,0). Να αποδείξετε ότι κανένας από τους  

παραπάνω αγωγούς νερού δεν διέρχεται από το χωριό αυτό. 

(Μονάδες 04) 

δ)  Προκειμένου να έχει πρόσβαση στο νερό το χωριό Ο, υπάρχουν δύο επιλογές:          

1η επιλογή: Να συνδέσουμε απευθείας  το χωριό O με την πηγή   

2η επιλογή: Να συνδέσουμε το χωριό O με έναν από τους παραπάνω αγωγούς μέσω  

της συντομότερης διαδρομής. 

Με δεδομένο ότι το κόστος κατασκευής ανά μονάδα μήκους για κάθε μία από τις  

παραπάνω επιλογές είναι το ίδιο,  

i. να βρείτε την τιμή του λ για την οποία οι δύο επιλογές οδηγούν στο ίδιο κόστος  

κατασκευής. 

(Μονάδες 08) 

ii. Πως εξηγείται γεωμετρικά το  συμπέρασμα; 

(Μονάδες 03) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση 

x2 + y2 − 4αx − 4αy = 0      (1) 

όπου α είναι πραγματικός αριθμός. 

α) Να βρείτε	τις	τιμές του α	για	τις	οποίες	η	εξίσωση	(1)	παριστάνει	κύκλο. 

(Μονάδες 8) 

β) Να προσδιορίσετε το κέντρο Κ και την ακτίνα R των κύκλων ως συνάρτηση του α. 

(Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων για τις διάφορες τιμές 

του α του ερωτήματος (α). 

(Μονάδες 5) 

δ) Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του α ώστε ο αντίστοιχος κύκλος που ορίζεται από 

την εξίσωση (1) να εφάπτεται στον άξονα x΄x. 

(Μονάδες 6) 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία  Α(α, 0) και Β(0, β) με α, β > 0 και  α + β =10 .  

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση των κύκλων  με διάμετρο την ΑΒ, για κάθε τιμή των α και β 

είναι x2 + y2 − αx − (10 − α)y = 0.                                                                             (Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι με διάμετρο την ΑΒ, για τις διάφορες τιμές των α και β 

διέρχονται από δύο σταθερά σημεία, την αρχή Ο των αξόνων και ένα σημείο Ρ του οποίου να 

βρείτε τις συντεταγμένες.                                                                                                  (Μονάδες 9)  

γ) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων όλων των κύκλων με διάμετρο την ΑΒ για τις 

διάφορες τιμές των α και β.                                                                                              (Μονάδες 8) 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Οxy θεωρούμε το τρίγωνο που ορίζεται από τα 

σημεία Ο(0, 0), Β(κ, 0) και Γ(0,2κ) όπου κ θετικός πραγματικός αριθμός. Εξωτερικά του 

τριγώνου ΟΒΓ κατασκευάζουμε τετράγωνα ΟΒΔΕ και ΟΓΖΗ, τότε: 

α) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που ανήκουν τα ευθύγραμμα τμήματα ΓΔ και ΒΖ. 

(Μονάδες 10) 

β) Να βρεθεί η εξίσωση του ύψους του τριγώνου ΟΒΓ που διέρχεται από το Ο.   (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΓΔ, ΒΖ και το ύψος του β) ερωτήματος διέρχονται από το 

ίδιο σημείο.                    (Μονάδες 8) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε μια σύγχρονη πόλη, κατασκευάζεται σιδηροδρομικό δίκτυο που περιλαμβάνει: 

• τη γραμμή γ1, κάθε σημείο της οποίας στο ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων  είναι της μορφής:  Α (λ-1, 2λ+1), λR. 

• τη γραμμή  γ2, που περνάει από το σταθμό Σ (-4, 2) και είναι παράλληλη στο 

διάνυσμα u⃗  = (-1, 3). 

α) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών πάνω στις οποίες βρίσκονται οι γραμμές γ1 

και γ2.                                                                                                           (Μονάδες 10)                                                                                                                          

β) Η είσοδος του αθλητικού σταδίου μιας συνοικίας θα βρίσκεται στο σημείο Κ(1, 1) 

του ορθοκανονικού συστήματος συντεταγμένων. Οι κατασκευαστές θέλουν να 

συνδέσουν την είσοδο του σταδίου απ’ ευθείας με κάθετο δρόμο, με μια από τις 

γραμμές γ1 και γ2. Να βρείτε με ποια από τις δύο γραμμές είναι πιο συμφέρουσα η 

σύνδεση. Δίνεται ότι το κόστος σύνδεσης ανά μονάδα μήκους, είναι το ίδιο και για 

τις δύο γραμμές.                                                                                        (Μονάδες 9) 

γ) Γύρω από το στάδιο θα δημιουργηθεί κυκλικό πάρκο. Να βρείτε την εξίσωση του 

κύκλου, που θα ορίζει το πάρκο, αν το κέντρο του είναι το σημείο Κ και επιπλέον ο 

κύκλος αυτός εφάπτεται της γραμμής γ1.                                            (Μονάδες 6) 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων με αρχή το σημείο Ο θεωρούμε κύκλο (C) και 

ευθεία (ε) με εξισώσεις x2 + y2 − 9x − 3y + 10 = 0   (1) και 4x + 3y − 10 = 0  (2) 

αντίστοιχα. 

α)   

i. Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα R του κύκλου (C). 

(Μονάδες 5) 

ii. Να υπολογίσετε την απόσταση του κέντρου Κ από την ευθεία (ε) και να 

αποδείξετε ότι η ευθεία (ε) τέμνει τον κύκλο (C) σε δύο σημεία. 

(Μονάδες 4) 

iii. Να προσδιορίσετε τα σημεία Α και Β στα οποία η ευθεία (ε) τέμνει τον κύκλο 

(C). 

(Μονάδες 5) 

β) Αν είναι Α(1,2) και Β(4, −2), τότε: 

i. Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο ΟΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΟΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

(Μονάδες 5) 

ii. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο ΑΒ διέρχεται από το σημείο Ο. 

(Μονάδες 6) 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οι εξιςώςεισ 2x y    (1) και 1x y     (2), όπου  .  

α) Να δείξετε ότι για κάθε   οι εξιςώςεισ (1) και (2) παριςτάνουν ευθείεσ 
  και 

  

αντίςτοιχα. 

(Μονάδεσ 6) 

β) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του   οι ευθείεσ   και   τζμνονται. 

(Μονάδεσ 6) 

γ) Για  1,1     

i. να βρείτε ςυναρτήςει του   τισ ςυντεταγμζνεσ του ςημείου τομήσ   των   και  . 

(Μονάδεσ 7) 

ii. αν 
2 1

,
1 1

 

 

 
 

    
να αποδείξετε ότι το   κινείται ςτην ευθεία : 1x y   . 

(Μονάδεσ 6) 



ΘΕΜΑ 4  

Στο παρακάτω ορθοκανονικό ςφςτημα ςυντεταγμζνων, το 1ο τεταρτημόριο 

αντιςτοιχεί ςε μια θαλάςςια περιοχή και τα υπόλοιπα τεταρτημόρια ςε ςτεριά. Οι 

ημιάξονεσ ,x y   οριοθετοφν ζνα λιμάνι. Ένα πλοίο ρυμουλκείται ςτο λιμάνι, 

δεμζνο με δφο ςυρματόςχοινα ςτο ίδιο ςημείο ( , )   του πλοίου. Το ζνα από τα 

δφο ρυμουλκά είναι ςταθερό ςτο ςημείο Ε(2,0) και το άλλο κινείται ώςτε η θζςη να 

περιγράφεται από το ςημείο ( 2, )  . Η ρυμοφλκηςη γίνεται με τζτοιο τρόπο ώςτε 

κάθε χρονική ςτιγμή τησ ρυμοφλκηςησ να ιςχφει ( ) ( )   . 

α) Να αποδείξετε ότι το ςημείο ( 2, )   κινείται ςε ςταθερή ευθεία ( )  τησ οποίασ 

να βρείτε την εξίςωςη. 

(Μονάδεσ 5) 

β) Να αιτιολογήςετε γιατί κάθε χρονική ςτιγμή τησ ρυμοφλκηςησ είναι ( )  . 

(Μονάδεσ 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι η πορεία του ( , )   είναι παραβολή C  τησ οποίασ να βρείτε 

την εξίςωςη. 

(Μονάδεσ 7) 

δ) Αν 2 8y x  η εξίςωςη τησ παραβολήσ C  να αποδείξετε ότι κάθε χρονική ςτιγμή η 

μεςοκάθετοσ του   εφάπτεται τησ παραβολήσ C  ςτο ςημείο  .  

(Μονάδεσ 8) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ ζλλειψθ C  με κζντρο το (0,0) , εςτίεσ τα ςθμεία 

, ΄  και κορυφζσ τα ςθμεία (5,0), ( 5,0), ,΄ ΄     . Αν είναι γνωςτό ότι το 

τετράπλευρο ΄ ΄   είναι τετράγωνο, να βρείτε:  

α) τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων , , ,΄ ΄    .  

(Μονάδεσ 8) 

β) τθν εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ C . 

(Μονάδεσ 7) 

γ) Έςτω   τυχαίο ςθμείο τθσ C , που δεν ταυτίηεται με κάποιο από τα , ΄  .  

i. να αποδείξετε ότι όλα τα τρίγωνα ΄  ζχουν τθν ίδια περίμετρο τθν οποία 

να προςδιορίςετε. 

(Μονάδεσ 5) 

ii. να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του   για τισ οποίεσ το εμβαδόν του τριγϊνου 

΄  παίρνει τθ μζγιςτθ τιμι του, τθν οποία και να προςδιορίςετε. 

(Μονάδεσ 5) 

 



ΘΕΜΑ 4  

Έςτω υπερβολή C  με κζντρο το (0,0) , εςτίεσ τα ςημεία (5,0), ( 5,0)΄    και 

κορυφζσ τα ςημεία (4,0), ( 4,0)΄   .  

α) Να βρείτε:  

i. τισ εξιςώςεισ των αςυμπτώτων τησ υπερβολήσ C . 

(Μονάδεσ 3) 

ii. την εξίςωςη τησ υπερβολήσ C . 

(Μονάδεσ 3) 

β) Να ςχεδιάςετε ςτο ίδιο ορθοκανονικό ςφςτημα, την υπερβολή C , τισ 

αςφμπτωτεσ τησ C  και το ορθογώνιο βάςησ τησ C .  

(Μονάδεσ 9) 

γ) Αν   τυχαίο ςημείο τησ C , να βρείτε την τιμή τησ παράςταςησ    ΄   .  

(Μονάδεσ 5) 

δ) Αν ( 80,6)  ςημείο τησ C , να βρείτε την εξίςωςη τησ διχοτόμου τησ γωνίασ 

ˆ ΄ . 

(Μονάδεσ 5) 



ΘΕΜΑ 4  

Έςτω υπερβολι C  με κζντρο το (0,0) , εςτίεσ πάνω ςτον άξονα xx΄  τθσ οποίασ το 

ορκογώνιο βάςθσ είναι τετράγωνο. 

α) Να βρείτε:  

i. τισ εξιςώςεισ των αςυμπτώτων τθσ C . 

(Μονάδεσ 6) 

ii. τθν εκκεντρότθτα τθσ C . 

(Μονάδεσ 6) 

β) Αν θ υπερβολι διζρχεται από το ςθμείο (2,0)  και ( )  τυχαία ευκεία παράλλθλθ 

ςε κάποια εκ των αςφμπτωτων τθσ C  (που δεν ταυτίηεται με κάποια από αυτζσ),  

i. να δείξετε ότι θ ( )  ζχει ζνα μόνο κοινό ςθμείο με τθν C . 

(Μονάδεσ 8) 

ii. είναι θ ευκεία ( )  εφαπτόμενθ τθσ C ; Αιτιολογείςτε τθν απάντθςι ςασ. 

(Μονάδεσ 5) 



ΘΕΜΑ 4 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται το πρώτο 

τεταρτημόριο του κύκλου 2 2x y 4  και 

το τυχαίο σημείο του 1 1 1M(x , y ), 0 x 2   

ανάμεσα στα Α, Β.  

α) Να βρείτε την εξίσωση της 

εφαπτομένης του στο Μ και τις 

συντεταγμένες των σημείων τομής της  Κ, 

Λ με τους άξονες.  

(Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι το μήκος d του τμήματος ΚΛ είναι 
1 1

8
d

x y
 . 

(Μονάδες 7) 

γ) Να βρείτε το μήκος od  του τμήματος ΚΛ όταν 1x 2 . 

(Μονάδες 5) 

δ) Να αποδείξετε ότι, όταν το Μ κινείται στο τεταρτοκύκλιο, τότε: od d . 

(Μονάδες 7) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η παραβολή 2C: y 3x και η ευθεία   ε: 3x 4y 10 0 . 

α) Να αποδείξετε ότι η ευθεία και η παραβολή δεν έχουν κοινά σημεία και να τις σχεδιάσετε. 

(Μονάδες 8) 

β) Έστω o oM(x , y )  ένα σημείο της παραβολής. Να αποδείξετε ότι η απόστασή του d(M, ε)  από 

την ευθεία είναι 
  



2

oy 2 6
d(M, ε)

5
. 

(Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το σημείο της παραβολής που είναι το  πιο κοντινό στην ευθεία.  

(Μονάδες 5) 

δ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της  παραβολής  στο σημείο που βρήκατε στο ερώτημα 

γ) είναι παράλληλη στην ευθεία ε.  

(Μονάδες 4) 



ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε την εξίσωση    2 2x y 2x 4y 0 ,  (1) και η ευθεία   ε:x 2y 3 0 . 

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο C του οποίου να βρείτε το κέντρο Κ  και 

την ακτίνα ρ. 

(Μονάδες 5) 

β) Να εξετάσετε αν η ευθεία ε έχει κοινά σημεία με τον κύκλο C. 

(Μονάδες 5) 

γ) Να βρείτε τις εφαπτόμενες 1 2ε , ε του κύκλου C που είναι κάθετες στην ευθεία ε.  

(Μονάδες 7) 

δ) Να αποδείξετε ότι 1 2d(ε , ε ) 2ρ . Πως αιτιολογείται γεωμετρικά το συμπέρασμα αυτό; 

(Μονάδες 8) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η παραβολή  C:x2=4y και η ευθεία ε:y=x-2 .  

α) Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα δ της παραβολής. (Μονάδες 5)                

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία και η παραβολή δεν έχουν κοινά σημεία. Στη συνέχεια σε ένα 

ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Oxy να σχεδιαστούν οι γραφικές παραστάσεις της 

παραβολής C και της ευθείας ε. (Μονάδες 8)                                                                                                                    

γ) Αν Μx,y) είναι σημείο της παραβολής , τότε: 

i. Nα αποδείξετε ότι η απόσταση του M από την ευθεία ε είναι d(M,ε) =  
1

4
x2-x+2

√2
  

 (Μονάδες 6) 

ii. Να βρείτε την ελάχιστη απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία ε καθώς και τις 

συντεταγμένες του σημείου Μ της παραβολής που απέχει την ελάχιστη απόσταση 

από την ευθεία . (Μονάδες 6)                                                                                                                  

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ,Ε σημεία εσωτερικά των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα τέτοια 

ώστε  ΑΒ⃗⃗ ⃗⃗  =κ∙ΑΔ⃗⃗ ⃗⃗    και ΑΓ⃗⃗⃗⃗  =λ∙ ΑΕ⃗⃗⃗⃗ , όπου κ και λ θετικοί πραγματικοί αριθμοί. Αν ΑΒ⃗⃗ ⃗⃗  = α⃗⃗  και  

ΑΓ⃗⃗⃗⃗  = β⃗  ,τότε: 

α)  Να εκφράσετε τα διανύσματα ΔΕ⃗⃗⃗⃗  και ΒΓ⃗⃗⃗⃗  ως γραμμικό συνδυασμό των α⃗⃗  και β⃗ . 

 (Μονάδες 8) 

β) 

i. Αν κ=λ , να αποδείξετε ότι ΒΓ⃗⃗⃗⃗  // ΔΕ⃗⃗⃗⃗  και |ΒΓ⃗⃗⃗⃗ | = κ|ΔΕ⃗⃗⃗⃗ |. (Μονάδες 10)                                                                                

ii. Aν κ=λ=2, να γράψετε τη σχέση που συνδέει τα διανύσματα ΔΕ⃗⃗⃗⃗  και ΒΓ⃗⃗⃗⃗  και να 

διατυπώσετε λεκτικά ποιο γνωστό θεώρημα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας έχει 

αποδειχθεί. (Μονάδες 7) 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ  με μήκος πλευράς α (α > 0) και κορυφές Α(0, α), Β(0,0), Γ(α, 0) 

και Δ(α, α). Μ είναι το μέσο της πλευράς ΓΔ και το τμήμα ΒΝ είναι κάθετο στο τμήμα ΑΜ, 

όπως φαίνεται στο σχήμα. 

 

α) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών: 

i. ΑΜ  

(Μονάδες 5) 

ii. ΒΝ 

(Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Ν. 

(Μονάδες 5) 

γ) Να αποδείξετε ότι το σημείο Ν ανήκει σε κύκλο με κέντρο Γ και ακτίνα ίση με α. Να 

βρείτε την εξίσωση του κύκλου αυτού. 

(Μονάδες 10) 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η οικογζνεια κφκλων     (   )
  (   )    , με    . 

 

α) Να βρείτε το κζντρο και την ακτίνα κάθε κφκλου   ,    .  

(Μονάδεσ 6) 

β) Να αποδείξετε ότι το κζντρο κάθε κφκλου    βρίςκεται ςτην ευθεία    . 

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να αποδείξετε ότι η ευθεία     εφάπτεται ςε όλουσ τουσ κφκλουσ   ,    . Να 

εξηγήςετε με ςυντομία ότι το ίδιο ςυμβαίνει και για την ευθεία    . 

(Μονάδεσ 6) 

δ) Ζςτω    . Να αποδείξετε ότι η ευθεία     εφάπτεται ςε ζναν, και μόνο ζναν, από 

τουσ κφκλουσ   . Να εξηγήςετε με ςυντομία ότι το ίδιο ςυμβαίνει και για την ευθεία    . 

(Μονάδεσ 7) 



ΘΕΜΑ 4 

α) Έστω α⃗⃗ , β⃗  δύο μη μηδενικά διανύσματα. Να αποδείξετε ότι: 

i) |α⃗⃗ + β⃗ | = |α⃗⃗ | + |β⃗ | ⇔ α⃗⃗ ↑↑ β⃗ . 

(Μονάδες 5) 

ii) |α⃗⃗ + β⃗ | = ||α⃗⃗ | − |β⃗ || ⇔ α⃗⃗ ↑↓ β⃗ . 

(Μονάδες 5) 

β) Θεωρούμε τρία διανύσματα α⃗⃗ , β⃗ , γ⃗   για τα οποία ισχύουν ότι: 

α⃗⃗ + β⃗ + γ⃗ = 0⃗ ,      |α⃗⃗ | = 1,     |β⃗ | = 2,      |γ⃗ | = 1. 

Να αποδείξετε ότι: 

i) α⃗⃗ ↑↑ γ⃗ . 

(Μονάδες 5) 

ii) α⃗⃗ ↑↓ β⃗ . 

(Μονάδες 5) 

iii) α⃗⃗ = γ⃗   και  β⃗ = −2α⃗⃗ . 

(Μονάδες 5) 



ΘΕΜΑ 4 

α) Αν ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗, ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗, ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗  είναι τρία διανύσματα, τότε οι ποσότητες ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗  και ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ : i) είναι 

αριθμοί ή διανύσματα;  ii) μπορούν να συγκριθούν;  

(Μονάδες 5) 

β) Για τα διανύσματα του παρακάτω σχήματος να επιλέξετε την σωστή απάντηση: 

i)  ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ > ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ii) ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ < ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

iii) ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

(Μονάδες 10) 

γ) Για τα διανύσματα του παρακάτω σχήματος (η διακεκομμένη γραμμή είναι τμήμα κύκλου 

με κέντρο 𝛢) να επιλέξετε την σωστή απάντηση: 

i)  ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ > ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

ii) ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ < ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

iii) ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ ΑΔ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

(Μονάδες 10) 

Σε όλα τα ερωτήματα, να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται τα σημεία Α(0,0), Β(8,0), Γ(10,4), Δ(2,4). Τα σημεία Μ και Ν είναι τα μέσα των 

πλευρών ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, ενώ Κ και Λ είναι τα σημεία που τέμνουν τα τμήματα ΔΜ 

και ΔΝ την διαγώνιο ΑΓ αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

 

α) Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Μ και Ν. 

(Μονάδες 5) 

γ) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ΑΓ, ΔΜ, ΔΝ  και στη συνέχεια τις συντεταγμένες των 

σημείων Κ και Λ. 

(Μονάδες 10) 

δ) Να δείξετε ότι τα σημεία Κ και Λ τριχοτομούν την διαγώνιο ΑΓ, δηλαδή την χωρίζουν σε 

τρία ίσα τμήματα. 

(Μονάδες 5) 



ΘΕΜΑ 4    

Θεωρούμε το σημείο Α = (συνθ, ημθ) και το σημείο Β = (συνθ − ημθ, ημθ + συνθ), όπου 

θ ∈ [0, 2π). 

α) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α και Β ανήκουν σε δύο κύκλους με κέντρο την αρχή των 

αξόνων O(0,0). Να βρείτε τις ακτίνες των δύο κύκλων. 

(Μονάδες 8) 

β) Να αποδείξετε ότι:   OΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

(Μονάδες 8) 

γ) Να βρείτε το μέτρο της γωνίας ω μεταξύ των διανυσμάτων OΑ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και OΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

(Μονάδες 9) 

 



ΘΕΜΑ 4    

Θεωρούμε μία ευθεία  ε: y = λx  με θετική κλίση  λ. 

 

 

α) Αν δ1 είναι η διχοτόμος της οξείας γωνίας που σχηματίζει η ευθεία ε με τον x΄x  άξονα, 

τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση της διχοτόμου δ1 είναι: 

y = λ1x     με    λ1 =
λ

1+√1+λ2
 . 

(Μονάδες 12) 

β) Αν δ2 είναι η διχοτόμος της αμβλείας γωνίας που σχηματίζει η ευθεία ε με τον x΄x  άξονα, 

τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση της διχοτόμου δ2 είναι: 

y = λ2x     με    λ2 =
λ

1−√1+λ2
 . 

(Μονάδες 7) 

γ) Αν λ = 1, να εφαρμόσετε τους τύπους του α) ερωτήματος για να αποδείξετε ότι:  

εφ22,5ο = √2 − 1. 

(Μονάδες 6) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε ένα υλικό σημείο O εφαρμόζονται τρεις δυνάμεις F1
⃗⃗⃗⃗ , F2

⃗⃗⃗⃗ , F3
⃗⃗⃗⃗  οι οποίες σχηματίζουν ανά 

δύο γωνία 120ο, έτσι ώστε το υλικό σημείο O να ισορροπεί. 

 

α) Ποια σχέση ανάμεσα στα διανύσματα F1
⃗⃗⃗⃗ , F2

⃗⃗⃗⃗ , F3
⃗⃗⃗⃗   εκφράζει την συνθήκη ισορροπίας; 

(Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα  F1
⃗⃗⃗⃗ + F2

⃗⃗⃗⃗   και  F3
⃗⃗⃗⃗   είναι αντίθετα. 

(Μονάδες 5) 

γ) Αν Α, Β, Γ, Δ είναι τα πέρατα των διανυσμάτων F1
⃗⃗⃗⃗ , F2

⃗⃗⃗⃗ , F3
⃗⃗⃗⃗  και F1

⃗⃗⃗⃗ + F2
⃗⃗⃗⃗ , αντίστοιχα 

(θεωρούμενων ως διανυσμάτων με αρχή το σημείο Ο), τότε να αποδείξετε ότι: 

i. ΑΟΔ̂ = ΒΟΔ̂ = 60ο. 

(Μονάδες 5) 

ii. ΟΔΒ̂ = 60ο. 

(Μονάδες 5) 

δ) Να αποδείξετε ότι:  |F1
⃗⃗⃗⃗ | = | F2

⃗⃗⃗⃗ | = |F3
⃗⃗⃗⃗ |. 

(Μονάδες 5) 



ΘΕΜΑ 4 

Τα σημεία Α(3, 2) και Β(6, 1) βρίσκονται πάνω σε έναν κύκλο C από το κέντρο Κ του 

οποίου διέρχεται η ευθεία ε: y = 2x − 7. Να βρείτε: 

 

α) τις συντεταγμένες του κέντρου Κ του κύκλου C. 

(Μονάδες 12) 

β) την ακτίνα R του κύκλου C. 

(Μονάδες 8) 

γ) την εξίσωση του κύκλου C. 

(Μονάδες 5) 



ΘΕΜΑ 4 

Σε χάρτθ με καρτεςιανό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων θ θζςθ ενόσ λιμανιοφ προςδιορίηεται από 

το ςθμείο Λ(2,6) και θ θζςθ ενόσ πλοίου με το ςθμείο Π(λ-1, 2+λ), λR. 

α)  

i. Αν το πλοίο κινείται ευθφγραμμα, να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ τροχιάσ του. 

 (Μονάδεσ 07) 

ii. Να εξετάςετε αν το πλοίο θα περάςει από το λιμάνι. (Μονάδεσ 05) 

β) Αν τελικά το πλοίο δεν περάςει από το λιμάνι, να βρείτε: 

i. Ποια είναι θ ελάχιςτθ απόςταςθ του πλοίου από το λιμάνι;  

 (Μονάδεσ 06) 

ii. Το ςθμείο του καρτεςιανοφ επιπζδου που βρίςκεται το πλοίο, όταν απζχει τθν 

ελάχιςτθ απόςταςθ από το λιμάνι. (Μονάδεσ 07) 



ΘΕΜΑ 4 

Πλανήτης κινείται πάνω σε επίπεδο, ελλειπτικά γύρω από τον ήλιο του. Στο καρτεσιανό 

επίπεδο ο ήλιος βρίσκεται στην εστία της έλλειψης Ε(γ,0), ενώ η άλλη εστία είναι στο       

Ε΄(-γ,0). Η εκκεντρότητα της τροχιάς είναι 0,6 ενώ ο μεγάλος άξονας 10.       

α) Να βρεθεί η εξίσωση της τροχιάς.                                                                            (Μονάδες 09) 

β) Θεωρούμε ότι ο πλανήτης κινείται πάνω στην 
2 2
x y

1
25 16

+ = . 

i. Τη στιγμή που ο πλανήτης βρίσκεται στο σημείο Γ 16
3
5

,
 
 
 

 εκπέμπεται από αυτόν 

σήμα που κινείται κατά τη διεύθυνση της εφαπτομένης της τροχιάς του προς τη 

μεριά του άξονα Οy. Να εξετάσετε αν αυτό το σήμα θα περάσει από το σημείο 

Δ(0,5).                                                                                                                     (Μονάδες 09) 

ii. Κομήτης κινείται στο ίδιο επίπεδο με τον πλανήτη και πάνω στην καμπύλη 

2 2
x y

1
25 16

− =  με x > 0. Ποια είναι τα σημεία συνάντησης των δύο τροχιών;                   

                                                                                                                                 (Μονάδες 07) 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε καρτεσιανό επίπεδο Οxy θεωρούμε τα σημεία Μ(x,y), Α(-1,0), Β(1,0) για τα οποία ισχύει 

ΑΜ�������� + ΒΜ�������� = 9
ΑΒ������
.       

α) Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ είναι ο κύκλος με εξίσωση  

     x2 + y2 = 8.                                                                                                                      (Μονάδες 10) 

β) Έστω Γ και Δ δύο σημεία του κύκλου τέτοια ώστε ΓΔ� = 32. 

i. Να δείξετε ότι τα σημεία Γ και Δ και η αρχή των αξόνων είναι συνευθειακά σημεία.                  

                                                                                                                                (Μονάδες 08) 

ii. Αν το σημείο Μ κινείται στον κύκλο, να υπολογίσετε το ΜΓ������� ∙ ΜΔ�������          (Μονάδες 07) 

         

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ������ = (λ, λ + 1) , ΑΓ������ = (3λ, λ − 1) και το σημείο Μ είναι το μέσο της 

ΒΓ με λ ∈ R.      

α) Να αποδείξετε ότι ΑΜ������� = (2λ, λ)                                                                              (Μονάδες 08) 

β) Δίνεται επιπλέον ότι η γωνία ΒΑ�Γ = 90�. 

i. Να υπολογίσετε το λ.              (Μονάδες 08) 

ii. Αν λ = 
�

�
 και Α(2, 

�

�
 ) να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου του 

τριγώνου ΑΒΓ.               (Μονάδες 09) 



ΘΕΜΑ 4 

Σε καρτεσιανό σύστημα αξόνων Oxy η εξίσωση 3x + 4y = 25 περιγράφει τη θέση ενός 

αγωγού ύδρευσης. Σε αυτό το σύστημα θέλουμε να σχεδιάσουμε ένα κυκλικό σιντριβάνι με 

κέντρο το Ο(0,0) και ακτίνα 2.  

α)  

i. Ποια είναι η εξίσωση του κύκλου που περιγράφει την θέση του σιντριβανιού;     

                                                                                                                                (Μονάδες 04) 

ii. Να εξετάσετε αν ο αγωγός ύδρευσης διέρχεται από το κέντρο του σιντριβανιού, 

προκειμένου να ενωθεί με αυτό.              (Μονάδες 05) 

iii. Αν ο αγωγός ύδρευσης δεν διέρχεται από το κέντρο του σιντριβανιού, ποιο σημείο 

του αγωγού ύδρευσης πρέπει να ενωθεί με το κέντρο του σιντριβανιού ώστε να 

έχουμε την μικρότερη δυνατή απόσταση, άρα και οικονομικότερη κατασκευή;             

                                                                                                                                 (Μονάδες 08) 

β)    Ο μηχανικός που θέλει να χαράξει έναν ευθύγραμμο δρόμο, κατέληξε στην εξίσωση    

λx + y + λ - 2 = 0, με λ≠0. Μπορείτε να τον βοηθήσετε να βρει για ποια τιμή του λ ο δρόμος 

αυτός εφάπτεται του σιντριβανιού;                                                                              (Μονάδες 08) 

         

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία Α(-2, 1), Β(1, 5) και Γ(5, -1). 

α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.                                 (Μονάδες 5)                                                                                                                                   

β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ.                                                 (Μονάδες 5)                                                                                                                                  

γ) Να βρείτε την εξίσωση του ύψους του τριγώνου  από την κορυφή Α. Στη συνέχεια 

να βρείτε το σημείο Δ της ευθείας ΒΓ, από το οποίο, το Α απέχει την ελάχιστη 

απόσταση.                                                                                                        (Μονάδες 8)                       

δ) Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει:         

 (ΜΑΒ) = 
1

2
 (ΑΒΓ).                                                                                             (Μονάδες 7) 

                                                                                                                               

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 + λx + λy + λ - 1 = 0 (1), λ∈ R. 

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1), παριστάνει κύκλο για κάθε λ∈ R.     (Μονάδες 7)                                                                                                                                   

β) Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου που ορίζεται από την εξίσωση (1), 

ο οποίος εφάπτεται της ευθείας ε: x + y + 2 = 0 .                                           (Μονάδες 9)                                                                                                                                   

γ) Για λ = 1, στον κύκλο που προκύπτει από την εξίσωση (1), να βρείτε τις εξισώσεις 

των εφαπτομένων του, που διέρχονται από το σημείο Μ(- 
3

2
 ,- 
1

2
 ).          (Μονάδες 9) 

 

                                                                                                                               

 



ΘΕΜΑ 4 

Στο καρτεσιανό επίπεδο δίνονται τα σημεία Α(1, –1), Β(2, 2) και Γ(μ–1, 3μ–2), μR. 

α) Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το R, το σημείο Γ κινείται στην ευθεία  

ε: y = 3x +1.                                                                                                                      (Μονάδες 6)                                                                                                                       

β) Να αποδείξετε ότι καθώς το μ διατρέχει το R, τα σημεία Α, Β, Γ είναι κορυφές 

τριγώνου.                                                                                                               (Μονάδες 6)                                                                                                                                 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι σταθερό.         (Μονάδες 5)                                                                                                                         

δ) Να βρείτε  τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Β και από τις 

οποίες το σημείο Α, απέχει απόσταση ίση με 1.                                            (Μονάδες 8)  

 

                                                                                                                       

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η εξίσωση (2λ+1)x – (λ – 2)y + λ - 7 = 0 (Ε) με λ∈ ℝ και η ευθεία (ζ) με εξίσωση: 

6x - 8y + 3 = 0. 

α) Να αποδείξετε ότι για κάθε λ ∈ ℝ η εξίσωση (Ε) παριστάνει ευθεία.    (Μονάδες 6)         

β) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση (Ε), για τα 

διάφορα λ∈ ℝ, διέρχονται από το ίδιο σημείο, του οποίου να βρείτε τις 

συντεταγμένες.                                                                                                      (Μονάδες 7)                                                                                                                                                  

γ) Να βρείτε την τιμή του λ ∈ ℝ, ώστε ευθεία (ε) που ορίζεται από την εξίσωση (Ε) να 

είναι παράλληλη στη ευθεία (ζ). Ποια είναι η εξίσωση της (ε);                   (Μονάδες 7)                                                                        

δ) Να βρείτε την απόσταση του σημείου Μ(1,3) από την ευθεία (ζ).         (Μονάδες 5)     

 

 



 

 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η έλλειψη με εξίσωση   
𝑥2

9
  +  

𝑦2

4
 = 1 (1). 

α) Να προσδιορίσετε δικαιολογώντας την απάντησή σας τις συντεταγμένες : 

i. Των σημείων που η έλλειψη τέμνει τους άξονες x’x και y’y. 

ii. Των εστιών Ε και Ε’ της έλλειψης. 

 (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Α(0 , 4) και 

εφάπτονται στη καμπύλη που περιγράφει η εξίσωση (1). (Μονάδες 13) 

 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ 4 

Δίνεται η παραβολή (C) που έχει εξίσωση 𝑦2 = 4x (1). 

α) Να σχεδιάσετε πρόχειρα την παραπάνω παραβολή και να γράψετε τις 

συντεταγμένες της εστίας της Ε και την εξίσωση της ευθείας της διευθετούσας δ. 

 (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Α(0 , 2) και  

εφάπτονται στην παραβολή που περιγράφει η εξίσωση (1).  (Μονάδες 13) 

 

  

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων με αρχή το σημείο Ο(0,0) θεωρούμε τους 

κύκλους (Κ, R) και (Λ, ρ) με εξισώσεις 

x2 + y2 − 6x − 8y + 21 = 0   (1)   και   x2 + y2 + 2x − 2y + 1 = 0   (2) 

αντίστοιχα. 

α) Να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες των δύο κύκλων. 

(Μονάδες 12) 

β) Να αποδείξετε ότι οι δύο κύκλοι βρίσκονται ο ένας εξωτερικά του άλλου. 

(Μονάδες 08) 

γ) Έστω Μ, Ν τυχαία σημεία των κύκλων (Κ, R) και (Λ, ρ) αντίστοιχα. Να υπολογίσετε 

την ελάχιστη και την μέγιστη απόσταση των σημείων Μ και Ν. 

(Μονάδες 05) 

 



ΘΕΜΑ 4 

‘Έστω παραβολή C με κορυφή την αρχή των αξόνων Ο και άξονα συμμετρίας τον x’x. Η 

απόσταση της εστίας Ε από την διευθετούσα  δ της παραβολής C είναι 4 και η γραφική της 

παράσταση φαίνεται στο παρακάτω ορθοκανονικό σύστημα αξόνων.  

α) Να δικαιολογήσετε ότι η εστία της είναι η Ε(2,0), η διευθετούσα της είναι η δ : x=-2 και η 

εξίσωσή της παραβολής είναι y2=8x. Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο σημείο της Α(2,4) 

είναι η ε:  y=x+2 . (Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από την εστία της παραβολής και 

εφάπτεται στην ευθεία ε στο σημείο της Α(2,4). (Μονάδες 7) 

 

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Οι κορυφζσ   ,   ενόσ τετραγώνου ΑΒΓΔ είναι τα ςημεία       και       

αντιςτοίχωσ.  

α) Να αποδείξετε ότι η εξίςωςη τησ μεςοκαθζτου του ευθυγράμμου τμήματοσ     

γράφεται ςτη μορφή      
 

 
      .              (Μονάδεσ 8) 

β) Να αποδείξετε ότι η εξίςωςη του κφκλου, ο οποίοσ ζχει διάμετρο το ευθφγραμμο 

τμήμα    γράφεται ςτη μορφή                 .          (Μονάδεσ 8) 

γ) Να υπολογίςετε τισ ςυντεταγμζνεσ των δφο άλλων κορυφών      του 

τετραγώνου.                 (Μονάδεσ 9) 

 



ΘΕΜΑ 4 

Η υπερβολι C  ζχει εςτίεσ τα ςθμεία (5,0), ( 5,0)΄    και διζρχεται από το ςθμείο  

9
(5, )

4
 .  

α) Να αποδείξετε ότι ζχει εκκεντρότθτα 
5
4

. 

(Μονάδεσ 7) 

β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ C . 

(Μονάδεσ 6) 

γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ ˆ  .  

(Μονάδεσ 6) 

δ) Να βρείτε το ςυνθμίτονο τθσ οξείασ γωνίασ που ςχθματίηουν οι αςφμπτωτζσ τθσ.  

(Μονάδεσ 6) 

Δίνεται ότι 1681 41 . 



ΘΕΜΑ 4 

Το κέντρο   ενός κύκλου (c) βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο και είναι σημείο της ευθείας            

(ε): y=2x – 1. Ο κύκλος (c) έχει ακτίνα ρ=3√2 και η ευθεία (ζ): x + y -2 = 0 εφάπτεται στον κύκλο 

στο σημείο Α.  

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου (c) είναι (𝑥 − 3)ଶ + (𝑦 − 5)ଶ = 18. 

(Μονάδες 09) 

β) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η εξίσωση της ευθείας ΚΑ είναι η 𝑥 − 𝑦 + 2 = 0. 

              (Μονάδες 05) 

ii. Οι συντεταγμένες του Α είναι (0,2). 

              (Μονάδες 04) 

γ) Να υπολογισθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑΛΜ, όπου Μ και Λ είναι τα σημεία τομής της 

ευθείας (ε) με τον κύκλο (c). 

 (Μονάδες 07) 


